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1 函数与映射

一、 指出下列函数是由哪些简单初等函数复合而成：

1. y = arcsin x2−1
2 ;

解函数是由下列初等函数复合而成：y = arcsinu,u = v−1
2 ,v = x2.

2. y = ln ln lnx.

解函数是由下列初等函数复合而成：y = lnu,u = lnv,v = lnx.

二、 设 f (x) 的定义域为 (0,1], 求下列函数的定义域：

1. f (x2);

解 y = f (x2) 可以看作为 y = f (u) 与 u = x2 的复合函数，因

u ∈ (0,1],

故 x2 ∈ (0,1], 即 0 < x2 ⩽ 1，于是 0 < x ⩽ 1 或 −1 ⩽ x < 0, 即所

求的定义域为 x ∈ [−1,0)∪ (0,1].

2. f (cosx);

解 y = f (cosx) 可以看作为 y = f (u) 与 u = cosx 的复合函数，因

u ∈ (0,1], 故 cosx ∈ (0,1], 故 2kπ − π
2 < x < 2kπ + π

2 ,k ∈ Z, 即所

求的定义域为 {x|2kπ − π
2 < x < 2kπ + π

2 ,k ∈ Z}.

3. f (ax) (a > 0).

解 y = f (ax) 可以看作为 y = f (u) 与 u = ax 的复合函数，因

u ∈ (0,1], 故 ax ∈ (0,1], 即 0 < ax ⩽ 1, 又 a > 0, 故 0 < x ⩽ 1
a , 即

所求的定义域为 (0, 1
a ].

三、 设 f (x) =

{
2x, x < 0,

x, x ⩾ 0,
g(x) =

{
5x, x < 0,

−3x, x ⩾ 0,
求 f (g(x))及 g( f (x)).
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解 x < 0 时， f (x) = 2x < 0,g(x) = 5x < 0, 故 f (g(x)) = 10x 及 g( f (x)) =

10x;x ⩾ 0 时， f (x) = x ⩾ 0，g(x) = −3x ⩽ 0, 故 f (g(x)) = −6x 及

g( f (x))=−3x.于是 f (g(x))=

{
10x, x < 0,

−6x, x ⩾ 0,
g( f (x))=

{
10x, x < 0,

−3x, x ⩾ 0.

四、 用 f (x) = sinx 的图形作出下列函数图形：

1. y = f (x+2);

解由 f (x) = sinx 向左平移 2 个单位得到 y = f (x+2) 的图形.

f (x), f (x+2)

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5
­1

1

x

y

0

图形的平移变换

2. y = 2 f (x);

解由 f (x) = sinx 关于 y 轴放大到原来的 2 倍得到 y = 2 f (x) 的

图形.

f (x),2 f (x)
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­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

­2

­1

1

2

x

y

0

图形关于 y 轴的伸缩变换

3. y = f (2x).

解由 f (x) = sinx 关于 x 轴方向放大到原来的 1
2 倍得到 y = f (2x)

的图形.

f (x), f (2x)

­4 ­2 2 4

­1

1

x

y

0

图形关于 x 轴的伸缩变换

五、 已知 f (sin x
2) = 1+ cosx, 求 f (cos x

2).

解用 π − x 代 x, 得 f (sin π−x
2 ) = 1+ cos(π − x), 即 f (cos x

2) = 1− cosx.
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六、 设定义在 (−∞,∞)的函数 f (x)严格递增，且有 f ( f (x)) = f (x),求 f (x).

解因为函数 f (x) 在 (−∞,∞) 上严格递增，故对任意的 x, 如果 f (x) > x, 则

f (x) = f ( f (x)) > f (x), 矛盾；如果 f (x) < x, 则 f (x) = f ( f (x)) < f (x),

矛盾. 故 f (x) = x.

七、 证明： f (x) = 1+x2

1+x4 在 (−∞,∞) 内有界.

证明因为 x ∈ R,x2 ⩾ 0, 故 f (x) = 1+x2

1+x4 > 0. 又当 |x| ⩾ 1 时，1 + x4 ⩾ 1 +

x2, f (x) = 1+x2

1+x4 ⩽ 1;当 |x|< 1时，f (x) = 1+x2

1+x4 ⩽ 1+x2 < 2.故 f (x) < 2.

于是 | f (x)| ⩽ 2, 即 f (x) = 1+x2

1+x4 在 (−∞,∞) 内有界.

2 数列与极限、函数的极限

一、 根据数列极限的定义证明：

1. lim
n→∞

sinn
n = 0;

证明 对于任意小的正数 ε > 0,由于 | sinn
n −0|= |sinn|

n ⩽ 1
n < ε 时，

有 n > 1
ε , 故取 N = [1

ε ]+1 ∈ N∗, 则当 n > N 时，必有 n > N > 1
ε ,

且 | sinn
n −0| ⩽ 1

n < ε. 故 lim
n→∞

sinn
n = 0.

2. lim
n→∞

( 1
n2 + 2

n2 + · · ·+ n
n2 ) = 1

2 ;

证明 因 1
n2 + 2

n2 + · · ·+ n
n2 = n(n+1)

2n2 = n+1
2n ,对于任意小的正数 ε >

0, 由于 |n+1
2n − 1

2 | = 1
2n < ε 时，有 n > 1

2ε , 故取 N = [ 1
2ε ] + 1 ∈

N∗, 则当 n > N 时，必有 n > N > 1
2ε , 且 |n+1

2n − 1
2 | =

1
2n < ε. 故

lim
n→∞

( 1
n2 + 2

n2 + · · ·+ n
n2 ) = 1

2 .

二、 若 lim
n→∞

xn = a ̸= 0, 证明 lim
n→∞

|xn| = |a|. 反过来成立吗？如成立给出证
明，如不成立举出反例.

证明 因为 lim
n→∞

xn = a ̸= 0，故对于任意小的正数 ε > 0,必存在 N ∈ N∗,当

n > N 时，有 |x−a|< ε,从而 ||xn|−|a||⩽ |x−a|< ε，即 lim
n→∞

|xn|= |a|.
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反过来不成立. 例如取 xn = (−1)n, lim
n→∞

|xn| = 1, 但 {xn} 无极限.

三、 根据函数极限的定义证明：

1. lim
x→3

(3x−1) = 8;

证明 对于任意小的正数 ε > 0, 由于 |(3x−1)−8| = 3|x−3| < ε
时，有 |x− 3| < 1

3ε，故取 δ = 1
3ε > 0, 当 |x− 3| < δ 时，必有

|(3x−1)−8| = 3|x−3| < ε，故 lim
x→3

(3x−1) = 8.

2. ⋆ lim
x→+∞

x(
√

x2 −4− x) = −2.

证明 考虑 x→+∞及 x(
√

x2 −4−x)，不妨设 x > 2，由于 |x(
√

x2 −4−
x)−(−2)|= |x

√
x2 −4−(x2−2)|= | 4

x
√

x2−4+(x2−2)
|,故当 x2−4 > 1，

即 x >
√

5时，x
√

x2 −4+(x2−2) > x×1+0 = x,于是 |x(
√

x2 −4−
x)−(−2)|< 4

x ,故对于任意小的正数 ε > 0,当 4
x < ε 时，有 x > 4

ε .

取 X = max(4
ε ,
√

5) > 0,当 x > X 时，有 |x(
√

x2 −4−x)− (−2)|<
4
x < ε, 故 lim

x→+∞
x(
√

x2 −4− x) = −2.

四、 设 f (x) =

{
3x−1, x > 1,

2x, x < 1,
试求：

1. lim
x→1

f (x);

解因为 lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(3x−1) = 2, lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

2x = 2,

故 lim
x→1

f (x) = 2.

2. lim
x→2

f (x);

解 lim
x→2

f (x) = lim
x→2

(3x−1) = 5.

3. lim
x→0

f (x).

解 lim
x→0

f (x) = lim
x→0

2x = 0.

五、 设函数 f (x) = 3x+|x|
5x−3|x| , 试求：
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1. lim
x→+∞

f (x);

解因为 f (x) = 3x+|x|
5x−3|x| =

{
2, x > 0,
1
4 , x < 0,

故 lim
x→+∞

f (x) = 2.

2. lim
x→−∞

f (x);

解因为 f (x) = 3x+|x|
5x−3|x| =

{
2, x > 0,
1
4 , x < 0,

故 lim
x→−∞

f (x) = 1
4 .

3. lim
x→0+

f (x);

解因为 f (x) = 3x+|x|
5x−3|x| =

{
2, x > 0,
1
4 , x < 0,

故 lim
x→0+

f (x) = 2.

4. lim
x→0−

f (x);

解因为 f (x) = 3x+|x|
5x−3|x| =

{
2, x > 0,
1
4 , x < 0,

故 lim
x→0−

f (x) = 1
4 .

5. lim
x→0

f (x).

解因为 lim
x→0+

f (x) = 2， lim
x→0−

f (x) = 1
4，故 lim

x→0
f (x) 不存在.

3 无穷大与无穷小、极限运算法则

一、 下列函数在指定的变化趋势下是无穷小量还是无穷大量？

1. lnx (x → 1) 及 (x → 0+);

解因为 lim
x→1

lnx = ln1 = 0, 故当 x → 1 时，lnx 是无穷小量；因为

lim
x→0+

lnx = −∞, 故当 x → 0+ 时，lnx 是无穷大量.

2. x(sin 1
x +2) (x → 0)

解因为
∣∣sin 1

x +2
∣∣⩽ 3 lim

x→0
x = 0故 lim

x→0
x(sin 1

x +2) = 0，故当 x → 0

时，x(sin 1
x +2) 是无穷小量.

二、 证明函数 y = xcosx 在 (0,+∞) 内无界，但当 x → +∞ 时，该函数不
是无穷大量.
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证明 函数 y = xcosx 的图形如下：

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

0

y = xcosx 变化趋势

取 xn = 2nπ ∈ (0,+∞),n∈N∗,此时 f (xn)= 2nπ,因为 lim
n→+∞

xn =+∞, lim
n→+∞

f (xn)=

+∞，故 f (x)无界；又取 yn = 2nπ + π
2 ,n∈N∗时，f (yn)= 0,故 lim

n→+∞
f (yn)=

0，于是 n → +∞ 时， f (x) 不是无穷大量.

三、 计算下列极限：

1. lim
n→∞

(1+ 1
2 + 1

4 + · · ·+ 1
2n );

解因为 1 + 1
2 + 1

4 + · · ·+ 1
2n =

1− 1
2n+1

1− 1
2

= 2− 1
2n , 故 lim

n→∞
(1 + 1

2 + 1
4 +

· · ·+ 1
2n ) = lim

n→∞
2− 1

2n ) = 2.

2. lim
x→∞

√
x+
√

x+
√

x
√

2x+1
;

解 lim
x→∞

√
x+
√

x+
√

x
√

2x+1
= lim

x→∞

√
1+
√

1
x +
√

1
x3√

2+ 1
x

=
√

2
2 .

3. lim
x→3

x2−x−1
x2−9 ;

解因为 lim
x→3

x2−9
x2−x−1 = 0

5 = 0, 故 lim
x→3

x2−x−1
x2−9 = ∞.
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4. lim
x→1

x2−2x+1
x3−x2−x+1 .

解 lim
x→1

x2−2x+1
x3−x2−x+1 = lim

x→1

(x−1)2

(x−1)2(x+1) = lim
x→1

1
x+1 = 1

2 .

四、 计算下列极限：

1. lim
x→∞

(x+1)10(2x−1)5

(3x+2)15 ;

解 lim
x→∞

(x+1)10(2x−1)5

(3x+2)15 = lim
x→∞

(1+ 1
x )10(2− 1

x )5

(3+ 2
x )15 = 25

315 = 32
14348907 .

2. lim
x→1

( 5
1−x5 − 3

1−x3 );

解 lim
x→1

( 5
1−x5 − 3

1−x3 ) = lim
x→1

5(1−x3)−3(1−x5)
(1−x5)(1−x3)

= lim
x→1

(4x+6x2+3x3+2)(x−1)2

(x−1)2(x2+x+1)(x4+x3+x2+x+1)
= 1.

3. lim
x→∞

(
√

x2 +1−
√

x2 −1).

解 lim
x→∞

(
√

x2 +1−
√

x2 −1) = lim
x→∞

(
√

x2+1−
√

x2−1)(
√

x2+1+
√

x2−1)√
x2+1+

√
x2−1

= lim
x→∞

2√
x2+1+

√
x2−1

= 0.

五、 已知 lim
x→2

x2+ax+b
x2−x−2 = 2, 求常数 a 和 b.

解因为 lim
x→2

(x2 +ax+b) = lim
x→2

(x2+ax+b
x2−x−2 (x2−x−2)) = lim

x→2
x2+ax+b
x2−x−2 lim

x→2
(x2−x−

2) = 2×0 = 0,另一方面，lim
x→2

(x2 +ax+b) = 2a+b+4,故 2a+b+4 = 0，

即 b =−4−2a,故 x2+ax+b
x2−x−2 = x2+ax−4−2a

x2−x−2 = (x−2)(x+2)+a(x−2)
(x+1)(x−2) = x+2+a

x+1 ，于

是 2 = lim
x→2

x2+ax+b
x2−x−2 = lim

x→2
x+2+a

x+1 = 4+a
3 , 即 a = 2, 从而 b = −8.

4 极限存在准则、无穷小比较

一、 计算下列极限：

1. lim
x→0

(1−3sinx)2cscx;
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解 lim
x→0

(1−3sinx)2cscx = lim
x→0

((1−3sinx)
1

−3sinx )−6 =(lim
x→0

(1−3sinx)
1

−3sinx )−6

= e−6.

2. lim
x→0

sin3x+x2 sin 1
x

(1+cosx)x ;

解 lim
x→0

sin3x+x2 sin 1
x

(1+cosx)x = lim
x→0

3 sin3x
3x +xsin 1

x
1+cosx =

3 lim
x→0

sin3x
3x + lim

x→0
(xsin 1

x )

lim
x→0

(1+cosx) = 3×1+0
1+1 =

3
2 .

3. lim
x→ π

6

sin(π
6 − x) tan2x;

解 lim
x→ π

6

sin(π
6 − x) tan2x = lim

x→ π
6

sin( π
6 −x)

π
6 −x lim

x→ π
6

(π
6 − x) lim

x→ π
6

tan2x = 0.

4. lim
x→∞

(x+1
x−1)x.

解 lim
x→∞

(x+1
x−1)x = lim

x→∞
((1+ 2

x−1)
x−1

2 )2 lim
x→∞

(1+ 2
x−1) = e2.

二、 利用夹逼准则证明：

1. lim
n→∞

n( 1
n2+1 + 1

n2+2 + · · ·+ 1
n2+n) = 1.

证明 因为 n n
n2+n < n( 1

n2+1 + 1
n2+2 +· · ·+ 1

n2+n)< n n
n2+1 ,而 lim

n→∞
n n

n2+n =

lim
n→∞

n n
n2+1

= 1，从而由夹逼准则得 lim
n→∞

n( 1
n2+1 + 1

n2+2 + · · ·+ 1
n2+n) = 1.

2. lim
x→0+

x[1
x ] = 1.

证明 因为 [1
x ] ⩽

1
x < [1

x ]+1,又 x > 0，故 1−x < x[1
x ] ⩽ 1.由于 lim

x→0+
(1−x) =

lim
x→0+

1 = 1, 故由夹逼准则得 lim
x→0+

x[1
x ] = 1.

三、 设 x1 = a > 0,xn+1 = 1
2(xn + 2

xn
) (n = 1,2,3, · · ·), 利用单调有界准则证

明：数列 {xn} 收敛，并求其极限.

证明 由 x1 = a > 0,xn+1 = 1
2(xn + 2

xn
) (n = 1,2,3, · · ·)得 xn > 0.而 xn+1 =

1
2(xn + 2

xn
) ⩾ 1

22
√

xn · 2
xn

=
√

2，即数列 {xn}有下界.又因为 xn+1−xn =
1
2(xn + 2

xn
)− xn = 2−x2

n
2xn

< 0(n ⩾ 2)，即从第二项开始，数列 {xn} 单调
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下降，利用单调有界准则可知， lim
n→∞

xn 存在，设为 b. 于是 b > 0,b =

lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

1
2(xn + 2

xn
) = 1

2(b+ 2
b), 从而 b =

√
2,b = −

√
2(舍去).

四、 确定 α 的值，使
√

1+ tanx−
√

1+ sinx− 1
4xα(x → 0).

解因为
√

1+ tanx−
√

1+ sinx = tanx−sinx√
1+tanx+

√
1+sinx

= sinx(1−cosx)
(
√

1+tanx+
√

1+sinx)cosx

= tanx(1−cosx)
(
√

1+tanx+
√

1+sinx)
, lim

x→0

(
√

1+tanx−
√

1+sinx)
1
4 xα = lim

x→0

tanx(1−cosx)
1
4 xα (

√
1+tanx+

√
1+sinx)

= 2 lim
x→0

x· 1
2 x2

1
4 xα =

lim
x→0

x3−α = 1（取 α = 3 时），故 α = 3.

(tanx ∼ x,1− cosx ∼ x,x → 0).

5 函数的连续性与间断点、连续函数的运算及初等

函数的连续性、闭区间上连续函数的性质

一、 判断下列函数在指定处的间断点类型，如果是可去间断点，则补充或

改变函数的定义使其连续.

1. y = x2−1
x2−3x+2 ,x = 1,x = 2;

解因为 x2−1
x2−3x+2 = (x−1)(x+1)

(x−1)(x−2) = x+1
x−2 , 所以 lim

x→1
x2−1

x2−3x+2 = lim
x→1

x+1
x−2 =

−2, lim
x→2

x2−1
x2−3x+2 = ∞，故 x = 1是可去间断点，补充定义为 f (1) =

lim
x→1

f (x) = −2, 则

f (x) = x2−1
x2−3x+2 =

{
x+1
x−2 , x ̸= 1,x ̸= 2,

−2, x = 1.
在 x = 1处连续，x = 2是

无穷间断点.

2. y = x
tanx ,x = kπ,x = kπ + π

2 (k = 0,±1,±2, · · ·).

解 (1) x = kπ 时，

k = 0 时，x = 0, lim
x→kπ

x
tanx = lim

x→0
x

tanx = 1, 故 x = 0 是可去间断

点，补充定义 f (0) = lim
x→0

f (x) = 1；
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k ̸= 0 时， lim
x→kπ

x
tanx = ∞，x = kπ 是无穷间断点.

(2) x = kπ + π
2 时， lim

x→kπ+ π
2

x
tanx = lim

x→kπ+ π
2

xcosx
sinx = 0,故 x = kπ + π

2

是可去间断点，补充定义 f (kπ + π
2 ) = lim

x→kπ+ π
2

f (x) = 0.

二、 讨论函数 f (x) = lim
n→∞

1−x2n

1+x2n 的连续性，若有间断点试判断其类型.

解因为 lim
n→∞

x2n =


0, |x| < 1,

1, |x| = 1,

+∞, |x| > 1,

故 f (x) = lim
n→∞

1−x2n

1+x2n =


1, |x| < 1,

0, |x| = 1,

−1, |x| > 1,

x = ±1 是跳跃间断点.

三、 求下列极限：

1. lim
x→0

√
1+tanx−

√
1+sinx

ex3−1
;

解 lim
x→0

√
1+tanx−

√
1+sinx

ex3−1
= lim

x→0
tanx−sinx

(
√

1+tanx+
√

1+sinx)(ex3−1)

= lim
x→0

tanx(1−cosx)
(
√

1+tanx+
√

1+sinx)(ex3−1)
= 1

2 lim
x→0

x· 1
2 x2

x3 = 1
4 .

(tanx ∼ x,sinx ∼ x,ex3 −1 ∼ x3,x → 0).

2. lim
x→0+

3
1
x −1

3
1
x +1

.

解 lim
x→0+

3
1
x −1

3
1
x +1

= lim
y→+∞

3y−1
3y+1 = lim

y→+∞
1− 1

3y

1+ 1
3y

= 1.

四、 设函数 f (x) =


sinax√
1−cosx

, −π
2 < x < 0,

b, x = 0,
1
x (lnx− ln(x2 + x)), 0 < x < π

2 ,

问 a,b 为何值时，

f (x) 在 (−π
2 , π

2 ) 内连续.

解 f (0−) = lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

sinax√
1−cosx

= lim
x→0−

sinax√
2(−sin x

2 )
=

{
0, a = 0,

−
√

2a, a ̸= 0,
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f (0+) = lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

1
x (lnx− ln(x2 + x)) = lim

x→0+
ln 1

(1+x)
1
x

= ln 1
e = −1.

f (0) = b, 由 f (0−) = f (0+) = f (0) 得 −
√

2a = −1 = b, 即 a =
√

2
2 ,b = −1

时，f (x)在 x = 0处连续；又因为 f (x)在 (−π
2 0)及 (0π

2 )是初等函数，

显然连续，故 f (x) 在 (−π
2 , π

2 ) 内连续.

五、 证明方程 x5 −3x = 1 至少有一个根介于 1 和 2 之间.

证明 设 f (x) = x5 − 3x − 1, 因 f (x) 在 [1,2] 上连续，且 f (1) = −3 <

0, f (2) = 25 > 0, f (1) f (3) < 0, 由零点存在定理知， f (x) = x5 − 3x− 1

在 (1,3) 内有一个零点，即方程 x5 −3x = 1 至少有一个根介于 1 和 2

之间.

6 第一章习题课

一、 计算下列极限：

1. lim
x→1

( 1
1−x −

3
1−x3 );

解 lim
x→1

( 1
1−x −

3
1−x3 )= lim

x→1
x2+x−2

1−x3 = lim
x→1

(x−1)(x+2)
(1−x)(x2+x+1) = lim

x→1

−(x+2)
(x2+x+1) =

−1.

2. lim
x→∞

(
√

x2 +1−
√

x2 −1);

解 lim
x→∞

(
√

x2 +1−
√

x2 −1) = lim
x→∞

2√
x2+1+

√
x2−1

= 0.

3. lim
x→0

√
1+tanx−

√
1+sinx

x(1−cosx) ;

解 lim
x→0

√
1+tanx−

√
1+sinx

x(1−cosx) = lim
x→0

tanx−sinx
(
√

1+tanx+
√

1+sinx)x(1−cosx)

= lim
x→0

sinx
(
√

1+tanx+
√

1+sinx)xcosx
= 1

2 .

4. lim
x→0+

1−
√

cosx
1−cos

√
x ;

解 lim
x→0+

1−
√

cosx
1−cos

√
x = lim

x→0+

1−cosx
(1+

√
cosx)(1−cos

√
x) = lim

x→0+

2sin2 x
2

(1+
√

cosx)2sin2
√

x
2

=

1
2 lim

x→0+

( x
2 )2

(
√

x
2 )2

= 0.
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(sin2 x
2 ∼ ( x

2)2,sin2
√

x
2 ∼ (

√
x

2 )2,x → 0).

5. lim
x→∞

3arctanx;

解因为 lim
x→−∞

3arctanx = 3
lim

x→−∞
arctanx

= 3−
π
2 , lim

x→+∞
3arctanx = 3

lim
x→+∞

arctanx
=

3
π
2 , 故 lim

x→∞
3arctanx 不存在.

6. lim
x→−∞

√
4x2+4x+6+x+1√

x2+sin2 x
.

解 lim
x→−∞

√
4x2+4x+6+x+1√

x2+sin2 x
= lim

x→−∞

−
√

4+ 4
x + 6

x2 +1+ 1
x

−
√

1+( sinx
x )2

= −2+1
−1 = 1.

二、 已知 lim
x→∞

(x3+1
x2+1 −ax−b) = 1, 求常数 a,b.

解 1 = lim
x→∞

(x3+1
x2+1 −ax−b) = lim

x→∞
(x3+1

x2+1 −ax)−b = lim
x→∞

(1−a)x3+1−ax
x2+1 −b

= lim
x→∞

(1−a)x+ 1
x2 −

a
x

1+ 1
x2

−b, 故 a = 1,b = −1.

三、 设 x → 0 时，(1+ax2)
1
5 −1 与 lncosx 是等价无穷小，求常数 a 的值.

解 lim
x→0

(1+ax2)
1
5 −1

lncosx = lim
x→0

1
5 ax2

ln(1+(cosx−1)) = lim
x→0

1
5 ax2

cosx−1 = lim
x→0

1
5 ax2

− x2
2

= −2
5a = 1,

a = −5
2 .

((1+ax2)
1
5 −1 ∼ 1

5ax2, ln(1+(cosx−1)) ∼ cosx−1 ∼−x2

2 ,x → 0).

四、 设 x → 0时，(1+x2)
1
4 −1与 1−cosax是等价无穷小，求常数 a的值.

解 lim
x→0

(1+x2)
1
4 −1

1−cosax = lim
x→0

1
4 x2

(ax)2
2

= 1
2a2 = 1,a =

√
2

2 .

五、 设 a < b < c, 证明：方程 1
x−a + 1

x−b + 1
x−c = 0 在 (a,b) 与 (b,c) 内各至

少有一实根.

证明 因为 1
x−a + 1

x−b + 1
x−c = (x−b)(x−c)+(x−c)(x−a)+(x−a)(x−b)

(x−a)(x−b)(x−c) ,设 f (x) = (x−
b)(x− c)+(x− c)(x−a)+(x−a)(x−b), 则 f (x) 在 [a,b] 及 [b,c] 上连

续. 由于



7 导数概念、函数的求导法则（一） 17

f (a) f (b) = (a−b)(a− c)(b− c)(b−a) = −(a−b)2(c−a)(c−b) < 0,

f (b) f (c) = (b− c)(b−a)(c−a)(c−b) = −(b− c)2(b−a)(c−a) < 0,

故 f (x) = 0在 (a,b)与 (b,c)内各至少有一实根，即方程 1
x−a + 1

x−b + 1
x−c = 0

在 (a,b)

与 (b,c) 内各至少有一实根.

六、 ⋆ 设 f (x) 在 [0,2a] 上连续， f (0) = f (2a), 证明：存在 ξ ∈ [0,a] 使得

f (ξ ) = f (ξ +a).

证明 设 F(x) = f (x)− f (x+a),由于 f (x)在 [0,2a]上连续，f (0) = f (2a),
故 F(x)

在 [0,a] 上连续，且 F(0) = f (0)− f (a),F(a) = f (a)− f (2a) = f (a)− f (0),

于是 F(0)F(a) = −( f (0)− f (a))2 ⩽ 0. 如果 F(0)F(a) = 0, 则 F(0) = 0

或 F(a) = 0，取 ξ = 0或 a即可.如果 F(0)F(a) < 0,则必有 ξ ∈ (0,a),

使 F(ξ ) = 0，即 f (ξ ) = f (ξ +a).

7 导数概念、函数的求导法则（一）

一、 下列各题中均假定 f ′(x0) 存在，按照导数的定义观察，A 表示什么？

1. lim
△x→0

f (x0−△x)− f (x0)
△x = A, 则 A = .

解 A = lim
△x→0

f (x0−△x)− f (x0)
△x = − lim

△x→0

f (x0−△x)− f (x0)
−△x = − f ′(x0).

2. lim
x→0

f (x)
x = A, 且 f (0) = 0, f ′(0) 存在，则 A = .

解 A = lim
x→0

f (x)
x = lim

x→0

f (x)− f (0)
x−0 = f ′(0).

3. lim
h→0

f (x0+h)− f (x0−h)
h = A, 则 A = .

解 A = lim
h→0

f (x0+h)− f (x0−h)
h = lim

h→0

f (x0+h)− f (x0)+(− f (x0−h)+ f (x0))
h

= lim
h→0

f (x0+h)− f (x0)
h + lim

h→0

f (x0−h)− f (x0)
−h = 2 f ′(x0).
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二、 讨论下列函数在 x = 0 处的连续性与可导性：

1. y = |sinx|;

解因为 lim
x→0+

|sinx| = lim
x→0+

sinx = 0, lim
x→0−

|sinx| = lim
x→0−

(−sinx) =

0,sin0 = 0, 故 lim
x→0

|sinx| = |sin0|, 即 y = |sinx| 在 x = 0 处连

续；

又因为 lim
x→0+

|sinx|−|sin0|
x = lim

x→0+

sinx
x = 1, lim

x→0−
|sinx|−|sin0|

x = lim
x→0−

−sinx
x =

−1, 故 y = |sinx| 在 x = 0 处不可导.

2. y =

{
x2 sin 1

x , x ̸= 0,

0, x = 0.

解因为 lim
x→0

f (x) = lim
x→0

x2 sin 1
x = 0, f (0) = 0, 故 lim

x→0
f (x) = f (0), 即

f (x) 在

x = 0处连续；又因为 lim
x→0

f (x)− f (0)
x = lim

x→0

x2 sin 1
x−0

x = lim
x→0

xsin 1
x = 0,

故 f (x) 在 x = 0 处可导，且 f ′(0) = 0.

三、 设函数 f (x) =

{
x2, x ⩽ 1,

ax+b, x > 1,
为了使函数 f (x) 在 x = 1 处可导，

a,b 应取什么值？

解可导必连续. f (1−)= lim
x→1−

f (x)= lim
x→1−

x2 = 1, f (1+)= lim
x→1+−

f (x)= lim
x→1+

(ax+

b) = a+b, 故 a+b = 1;

又 f ′−(1) = lim
h→0−

f (1+h)− f (1)
h = lim

h→0−
(1+h)2−1

h = 2, f ′+(1) = lim
h→0+

f (1+h)− f (1)
h =

lim
h→0+

(a+ah+b)−1
h = a, 故 a = 2, 从而 b = −1.

四 设 f (x) =

{
sinx, x > 0,

x, x ⩽ 0,
求 f ′(x).

解当 x > 0 时， f (x) = sinx, 故 f ′(x) = cosx; 当 x < 0 时， f (x) = x, 故

f ′(x) = 1;
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x = 0时，lim
x→0+

f (x)− f (0)
x = lim

x→0+

sinx−0
x = lim

x→0
sinx

x = 1, lim
x→0−

f (x)− f (0)
x = lim

x→0−
x−0

x =

1, 从而 f ′(0) = 1. 于是 f ′(x) =

{
cosx, x > 0,

1, x ⩽ 0.

五、 已知函数 f (x)可导，且对任意的实数 x,y满足：（1）f (x+y) = ex f (y)+

ey f (x)；（2） f ′(0) = e. 证明： f ′(x) = f (x)+ ex+1.

证明 因为 f (x + y) = ex f (y) + ey f (x)，令 x = y = 0 得 f (0) = 2 f (0), 即

f (0) = 0.

f ′(x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
h = lim

h→0

ex f (h)+eh f (x)− f (x)
h = ex lim

h→0

f (h)
h + f (x) lim

h→0
eh−1

h

= ex lim
h→0

f (h)− f (0)
h + f (x) lim

h→0
eh−1

h = ex f ′(0)+ f (x)×1 = ex+1 + f (x).

六、 求下列函数在给定点处的导数：

1. y = sinx− cosx, 求 y′|x= π
6
.

解 y = sinx−cosxy′|x= π
6
= (cosx+sinx)|x= π

6
= cos π

6 +sin π
6 =

√
3

2 +
1
2 =

√
3+1
2 .

2. f (x) = 3
5−x + x2

5 , 求 ( f (0))′, f ′(0), f ′(2).

解因为 f (0) = 3
5 , 故 ( f (0))′ = 0；x ̸= 5 时，f ′(x) = 3

(5−x)2 + 2x
5 , 故

f ′(0) = f ′(x)|x=0 = 3
25 , f ′(2) = f ′(x)|x=2 = 1

3 + 4
5 = 17

15 .

8 函数的求导法则（二）、高阶导数

一、 求下列函数的导数：

1. y = 5x3 −2x +3ex +2;

解 y′ = 15x2 −2x ln2+3ex.

2. y = ex+2 ·2x−3;

解 y′ = ex+2 ·2x−3 + ex+2 ·2x−3 ln2 = (1+ ln2)ex+2 ·2x−3.
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3. y = (arcsinx)3;

解 y′ = 3(arcsinx)2 1√
1−x2 = 3(arcsinx)2

√
1−x2 .

4. y = ln(x+
√

a2 − x2);

解 y′ = 1
x+

√
a2−x2 (1+ 1

2(a2 − x2)−
1
2 (−2x)) =

√
a2−x2−x

(x+
√

a2−x2)
√

a2−x2 .

5. y = ln ln ln(x2 +1);

解 y′ = 1
ln ln(x2+1)

1
ln(x2+1)

1
(x2+1)(2x) = 2x

(x2+1)(ln(x2+1)) ln ln(x2+1) .

6. y = arcsin
√

1−x
1+x ;

解 y′ = 1√
1− 1−x

1+x

1
2(1−x

1+x)
− 1

2
−1×(1+x)−(1−x)×1

(1+x)2 = − 1
(1+x)

√
2x(1−x)

.

7. y =
√

x+
√

x+
√

x;

解 y′ = 1
2(x+

√
x+

√
x)−

1
2 (1+ 1

2(x+
√

x)−
1
2 (1+ 1

2x−
1
2 ))= 4

√
x+

√
x
√

x+2
√

x+1

8
√

x+
√

x+
√

x
√

x+
√

x
√

x
.

8. y = arcsin 1
x .

解 y′ = 1√
1− 1

x2

(− 1
x2 ) = − 1

|x|
√

x2−1
.

二、 设 f (x) 可导，求 dy
dx：

1. y = f (ex)e f (x);

解 y′ = f ′(ex)exe f (x) + f (ex)e f (x) f ′(x) = e f (x)( f ′(ex)ex + f (ex) f ′(x)).

2. y = f (sin2 x)+ f (cos2 x).

解 y′ = f ′(sin2 x)2sinxcosx+ f ′(cos2 x)2cosx ·(−sinx)= ( f ′(sin2 x)−
f ′(cos2 x))sin2x.

三、 求下列函数的二阶导数：

1. y = sinx · e2x−1;

解 y′ = cosx · e2x−1 + sinx · e2x−1 ×2 = (2sinx+ cosx)e2x−1. · · ·

y′′ =(2cosx−sinx)e2x−1+(2sinx+cosx)2e2x−1 =(3sinx+4cosx)e2x−1.
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2. y = lnx(x+
√

1+ x2).

解 y′ = 1
x(x+

√
1+x2)

(2x+
√

1+ x2 + x
2
√

1+x2 2x) = 2x
√

1+x2+2x2+1
x(x+

√
1+x2)

√
1+x2 =

x+
√

1+x2

x
√

1+x2 = 1
x + 1√

1+x2 ,

（也可利用 lnx(x+
√

1+ x2) = lnx+ ln(x+
√

1+ x2), 再求导）

y′′ = − 1
x2 − 1

(1+x2)
2x

2
√

1+x2 = −x−2 − x(1+ x2)−
3
2 .

四、 设 f (x) = (x+10)6, 求 f ′′′(2), f (6)(2), f (20)(2).

解 由于 f ′(x) = 6(x + 10)5， f ′′(x) = 30(x + 10)4， f ′′′(x) = 120(x + 10)3，

f (6)(x)= 6! = 720, f (20)(x)= 0,故 f ′′′(2)= 120×123 = 207360, f (6)(2)=

720, f (20)(2) = 0.

五、 求 y = x2

x2−3x−4 的 n 阶导数.

解 因为 y = x2

x2−3x−4 = 16
5(x−4) −

1
5(x+1) +1，故 y′ = − 16

5(x−4)2 + 1
5(x+1)2 ,y′′ =

16×2
5(x−4)3 − 2

5(x+1)3 , · · · ,yn = (−1)n 16×n!
5(x−4)n+1 +(−1)n−1 n!

5(x+1)n+1 ,n ∈ N+.

9 隐函数及由参数方程确定的函数的导数、函数的

微分

一、 求由下列方程所确定的隐函数的导数 dy
dx：

1. sin(x+ y) = cosx lny;

解 两边对 x求导，cos(x+y)(1+y′) =−sinx lny+cosx1
y y′,y′ =

ysinx lnx+ycos(x+y)
cosx−ycos(x+y) .

2. yx = xy(x > 0,y > 0).

解 两边对 x求导，(ex lny)′ =(ey lnx)′,即 yx(lny+ x
yy′)= xy(y′ lnx+

y
x),y

′ = xyy2−xyx+1 lny
x2yx−xy+1y lnx = y2−xy lny

x2−xy lnx .

二、 用取对数求导数法则求下列函数的导数：
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1. y = (sinx)tanx;

解 因为 lny = tanx · lnsinx,两边对 x求导，1
y y′ = sec2 x lnsinx+

tanx 1
sinx cosx = sec2 x lnsinx+1,y′ = (sinx)tanx(sec2 x lnsinx+1).

2. y = (3−x)4√x+2
(x+1)5

解 因为 lny = 4ln(3− x)+ 1
2 ln(x + 2)− 5ln(x + 1), 两边求导，

1
y y′ = 4 −1

3−x + 1
2

1
x+2 −5 1

x+1 ,y′ = (3−x)4√x+2
(x+1)5 ( 4

x−3 + 1
2(x+2) −

5
x+1).

三、 求下列参数方程所确定的函数的导数 dy
dx ,

d2y
dx2：

1.
{

x = at2,

y = bt3;

解 dy
dx =

dy
dt
dx
dt

= 3bt2

2at = 3bt
2a , d2y

dx2 = (6bt)(2at)−(3bt2)(2a)
(2at)3 = 3b

4a2t .

2.
{

x = θ(1− sinθ),

y = θ cosθ .

解 dy
dx =

dy
dθ
dx
dθ

= cosθ+θ(−sinθ)
1−sinθ+θ(−cosθ) = cosθ−θ sinθ

1−sinθ−θ cosθ .

d2y
dx2 = d

dθ (dy
dx)/

dx
dθ =− (2sinθ+θ cosθ)(sinθ+θ cosθ−1)+(cosθ−θ sinθ)(2cosθ−θ sinθ)

(sinθ+θ cosθ−1)3 =

(2+θ 2−θ cosθ−2sinθ)
(1−sinθ−θ cosθ)3 .

四、 求曲线在所给参数值相应的点处的切法线方程：

1.
{

x = sin t,

y = cos t,
t = π

4 ;

解 dy
dx =

dy
dt
dx
dt

= −sin t
cos t = − tan t, t = π

4 时，x =
√

2
2 ,y =

√
2

2 , dy
dx |t= π

4
=

−1, 故所求切线方程为 y−
√

2
2 = −(x−

√
2

2 ), 即 x+y−
√

2 = 0, 法

线方程为 y−
√

2
2 = (x−

√
2

2 )，即 x− y = 0.

2.
{

x = 3at
1+t2 ,

y = 3at2

1+t2 ,
t = 2.
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解 dy
dx =

dy
dt
dx
dt

=
(6at)(1+t2)−(3at2)(2t)

(1+t2)2

(3a)(1+t2)−(3at)(2t)
(1+t2)2

= 2t
(1−t2) , t = 2时，x = 6a

5 ,y = 12a
5 , dy

dx |t=2 =

−4
3 ,故所求切线方程为 y− 12a

5 =−4
3(x− 6a

5 ),即 4x+3y−12a = 0,

法线方程为 y− 12a
5 = 3

4(x− 6a
5 )，即 3x−4y+6a = 0.

五、 求下列函数的微分：

1. y = arcsin
√

1− x2;

解 dy = 1√
1−(1−x2)

−2x
2
√

1−x2 dx = − x
|x|

√
1−x2 dx.

2. ln
√

x2 + y2 = arctan y
x .

解 两边求导， 1√
x2+y2

2x+2yy′

2
√

x2+y2
= 1

1+( y
x )2

y′x−y
x2 ,y′ = x+y

x−y ,dy = x+y
x−ydx.

六、 求 y = x |x| 的微分.

解 因为 y = x |x| =


x2, x > 0,

0, x = 0,

−x2 x < 0,

故 y′ =


2x, x > 0,

0, x = 0,

−2x x < 0,

于是 dy =


2xdx, x > 0,

0, x = 0,

−2xdx x < 0,

10 第二章习题课

一、 设 f (x) =

{
e3x +b, x ⩽ 0,

sinax, x > 0,
且 f (x) 在 x = 0 处可导，求 a,b 的值.

解 可导必连续. f (0−)= lim
x→0−

f (x)= lim
x→0−

(e3x+b)= 1+b, f (0+)= lim
x→0+

f (x)=

lim
x→0+

sinax = 0, 故 1+b = 0,b = −1;

又 f ′−(0) = lim
h→0−

f (0+h)− f (0)
h = lim

h→0−
(e3h+b)−(1+b)

h = lim
h→0−

e3h−1
h = 3, f ′+(0) =

lim
h→0+

f (0+h)− f (0)
h = lim

h→0−
sinah−(1+b)

h
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= lim
h→0−

sinah
h = a, 故 a = 3.

二、 求下列函数的导数：

1. y = arccot
√

x2 −2x;

解 y′ = − 1
1+(x2−2x)

2x−2
2
√

x2−2x
= − 1

(x−1)
√

x2−2x
.

2. y = ln(ex +
√

1+ e−x).

解 y′ = 1
ex+

√
1+e−x (e

x + −e−x

2
√

1+e−x ) = 2ex
√

1+e−x−e−x

2(ex+
√

1+e−x)
√

1+e−x .

三、 设 f (t) = (sin πt
2 −1)(sin πt2

2 −2) · · ·(sin πt200

2 −200), 求 f ′(1).

解 令 g(t)= (sin πt2

2 −2) · · ·(sin πt200

2 −200),则 f (t)= (sin πt
2 −1)g(t), f ′(t)=

(π
2 cos πt

2 )g(t)+(sin πt
2 −1)g′(t),

f ′(1) = (π
2 cos π

2 )g(1)+(sin π
2 −1)g′(1) = 0.

或 f ′(1)= lim
h→0

f (1+h)− f (1)
h = lim

h→0

f (1+h)
h = lim

h→0

sin π(1+h)
2 −1
h lim

h→0
g(1+h)= lim

h→0

cos h
2−1
h lim

h→0
g(1+

h)

= lim
h→0

− 1
2 ( h

2 )2

h lim
h→0

g(1+h) = 0.

四、 设 u = f (g(x)+ y), 其中 y = y(x) 由方程 y2 + ey = sin(x + y) 确定，且

f ,g 一阶可导，求 du
dx .

解 du
dx = f ′(g(x) + y)(g′(x) + y′), 又 2yy′ + eyy′ = cos(x + y)(1 + y′),y′ =

cos(x+y)
2y+ey−cos(x+y) , 从而

du
dx = f ′(g(x)+ y)(g′(x)+ cos(x+y)

2y+ey−cos(x+y)).

五、 设 f (x)在 x = e处有连续的一阶导数，且 f ′(e) = 2
e ,求 lim

x→0+

d
dx f (ecos

√
x).

解 因为 d
dx f (ecos

√
x) = f ′(ecos

√
x)ecos

√
x(−sin

√
x) · 1

2
√

x，又 f (x) 在 x = e

处有连续的一阶导数，故 lim
x→0+

f ′(ecos
√

x) = f ′( lim
x→0+

ecos
√

x) = f ′(e) = 2
e，

于是
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lim
x→0+

d
dx f (ecos

√
x) = lim

x→0+
f ′(ecos

√
x) lim

x→0+

−ecos
√

x

2 lim
x→0+

sin
√

x√
x = 2

e ×
−e
2 ×1 = −1.

六、 已知

{
x = lncos t,

y = sin t − t cos t,
求 dy

dx ,
d2y
dx2 |t= π

4
.

解 dy
dx = cos t−cos t−t(−sin t)

1
cos t (−sin t)

=−t cos t, d2y
dx2 = (sin t+t cos t) tan t−t sin t sec2 t

(− tanx)3 = cos t−t sin t
tan t .

（或 d2y
dx2 = d

dt (−t cos t) 1
dx
dt

= (−cos t + t sin t) 1
− tan t = cos t−t sin t

tan t ）

d2y
dx2 |t= π

4
=

√
2

2 − π
4

√
2

2
1 =

√
2

8 (4−π).

七、 设 y = cos3 x, 求 y(n).

解 因为 cos3x = 4cos3 x−3cosx, 故 y = cos3 x = 1
4 cos3x+ 3

4 cosx,

y(n) = 1
4 cos(n) 3x+ 3

4 cos(n) x = 3n

4 cos(3x+ nπ
2 )+ 3

4 cos(x+ nπ
2 ).

11 中值定理

一、 验证函数 f (x) = x3 + 4x2 −7x−10 在 [−1,2] 上满足罗尔定理的条件，

并确定 ξ 的值.

解 因为 f (−1) = f (x)|x=−1 = x3 +4x2 −7x−10
∣∣
x=−1 = 0,

f (2) = f (x)|x=2 = x3 +4x2 −7x−10
∣∣
x=2 = 0,

f ′(x) = 3x2 +8x−7, f ′(ξ ) = 3ξ 2 +8ξ −7 = 0, 得 ξ =
√

37−4
3 ,−

√
37+4
3 .

二、 设 f (x) 在 (a,b) 内可导，且 lim
x→a+

f (x) = lim
x→b−

f (x) = A, 证明：在 (a,b)

内存在一点 c, 使得 f ′(c) = 0

证明因为 f (x) 在 (a,b) 内可导，则必在 (a,b) 内连续. 又 lim
x→a+

f (x) =

lim
x→b−

f (x) = A, 可补充定义， f (a) = f (b) = A, 则 f (x) 在 [a,b] 上连续，

满足罗尔定理的条件，于是必在 (a,b) 内存在一点 c, 使得 f ′(c) = 0.
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三、 证明：x ⩾ 1 时，有 2arctanx+ arcsin 2x
1+x2 = π.

证明 (2arctanx + arcsin 2x
1+x2 )′ = 2 1

1+x2 + 1√
1−( 2x

1+x2 )2

2(1+x2)−2x(2x)
(1+x2)2 = 2

1+x2 −

2
1+x2 = 0,

故 2arctanx+ arcsin 2x
1+x2 = C(C 为常数), 又 x = 1 时，2arctan1+ arcsin1 =

2π
4 + π

2 = π，故 C = π, 即 2arctanx+ arcsin 2x
1+x2 = π.

四、 设 a0 + a1
2 + · · ·+ an

n+1 = 0，证明：方程 a0 +a1x+ · · ·+anxn = 0在 (0,1)

内必有一个零点.

证明 令 f (x) = a0x+ a1
2 x2 + · · ·+ an

n+1xn+1,x ∈ [0,1],则 f (0) = f (1) = 0, f (x)

在 [0,1] 上连续，在 (0,1) 内可导， f ′(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn, 满

足罗尔（Rolle）定理的条件，于是必有 ξ ∈ (0,1)，使 f ′(ξ ) = 0，即

a0 +a1x+ · · ·+anxn = 0 在 (0,1) 内必有一个零点.

五、 ⋆ 设 0 < y < x, p > 1，证明：pyp−1(x− y) ⩽ xp − yp ⩽ pxp−1(x− y).

证明 因为 0 < y < x, p > 1，故 pyp−1(x− y) ⩽ xp − yp ⩽ pxp−1(x− y) 等

价于 pyp−1 ⩽ xp−yp

x−y ⩽ pxp−1. 令 f (t) = t p, t ∈ [y,x], 则 f (t) 满足拉格

朗日 (Lagrange) 中值定理的条件，于是有 ξ ∈ (y,x) 使 f (x)− f (y) =

f ′(ξ )(x− y), 即 xp−yp

x−y = f (x)− f (y)
x−y = f ′(ξ ) = pξ p−1, 由 p > 1 知 p−1 >

0, pyp−1 ⩽ pξ p−1 ⩽ pxp−1, 即 pyp−1 ⩽ xp−yp

x−y ⩽ pxp−1.

六、 ⋆ 若 f (x) 在 (−∞,+∞) 内满足关系式 f ′(x) = − f (x) 且 f (0) = 1, 则

f (x) = e−x.

证明 令 F(x) = f (x)ex,因为 f ′(x) =− f (x),则 F ′(x) = f ′(x)ex + f (x)ex = 0,

故 F(x) = C,又 F(0) = f (0)e0 = 1,故 C = 1,即 f (x)ex = 1，f (x) = e−x.

七、 设 f (x)在 [a,b]上二阶可导，x1,x2,x3为 [a,b]上的三个点，x1 < x2 < x3,

且 f (x1) = f (x2) = f (x3), 证明：存在一点 ξ 使得 f ′′(ξ ) = 0.
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证明 因为 f (x) 在 [a,b] 上二阶可导，故 f (x), f ′(x) 在 (a,b) 内连续. 由
于 a ⩽ x1 < x2 < x3 ⩽ b, 由拉格朗日中值定理，得 f (x2)− f (x1) =

f ′(ξ1)(x2 − x1), f (x3)− f (x2) = f ′(ξ2)(x3 − x2), 其中，ξ1 ∈ (x1,x2),ξ2 ∈
(x3,x2). 又 f (x1) = f (x2) = f (x3), 故 f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = 0. 于是再由拉

格朗日中值定理，得 f ′(ξ2)− f ′(ξ1) = f ′′(ξ )(ξ2−ξ1),ξ ∈ (ξ1,ξ2).从而

f ′′(ξ ) = 0.

12 罗必达法则、泰勒公式

一、 求下列极限：

1. lim
x→0

x−ln(1+x)
x2 ;

解 lim
x→0

x−ln(1+x)
x = lim

x→0

1− 1
1+x

2x = lim
x→0

1
2(1+x) = 1

2 .

2. lim
x→∞

x(2
1
x −3

1
x );

解 lim
x→∞

x(2
1
x −3

1
x ) = lim

y→0
2y−3y

y = lim
y→0

2y ln2−3y ln3
1 = ln2− ln3 = ln 2

3 .

3. lim
x→1

( x
x−1 −

1
lnx);

解 lim
x→1

( x
x−1 −

1
lnx) = lim

x→1
x lnx−x+1
(x−1) lnx = lim

x→1
lnx+1−1
lnx+ x−1

x
= lim

x→1
x lnx

x lnx+x−1 =

lim
x→1

lnx+1
lnx+1+1 = 1

2 .

4. lim
x→0

( (1+x)
1
x

e )
1
x ;

解 lim
x→0

( (1+x)
1
x

e )
1
x = lim

x→0

(1+x)
1

x2

e
1
x

= lim
x→0

eln(1+x)
1

x2

e
1
x

= lim
x→0

e
ln(1+x)−x

x2 = e
lim
x→0

ln(1+x)−x
x2 =

e
lim
x→0

1
1+x−1

2x = e
lim
x→0

−1
2(1+x) = e−

1
2 .

5. lim
x→+∞

(lnx)
1
x ;

解 lim
x→+∞

(lnx)
1
x = lim

x→+∞
e

1
x ln lnx = e

lim
x→+∞

( 1
x ln lnx)

= e
lim

x→+∞

1
lnx

1
x

1 = 1.
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6. lim
x→ π

2
−
(tanx)2x−π .

解 lim
x→ π

2
−
(tanx)2x−π = lim

x→ π
2
−

e(2x−π) ln tanx = e
lim

x→ π
2
−

ln tanx
1

2x−π = e
lim

x→ π
2
−

1
tanx sec2 x

− 2
(2x−π)2

= e
lim

x→ π
2
−
− (2x−π)2

sin2x

= e
lim

x→ π
2
−
− 4(2x−π)

2cos2x

= e0 = 1.

二、 若 lim
x→0

sin6x+x f (x)
x3 = 0, 求 lim

x→0

6+ f (x)
x2 .

解 因为 lim
x→0

sin6x+x f (x)
x3 = 0,故求 lim

x→0

6+ f (x)
x2 = lim

x→0

6x+x f (x)
x3 = lim

x→0

sin6x+x f (x)+6x−sin6x
x3 =

lim
x→0

sin6x+x f (x)
x3 + lim

x→0
6x−sin6x

x3 = lim
x→0

6−6cos6x
3x2 = 2 lim

x→0
1−cos6x

x2 = 2 lim
x→0

6sin6x
2x =

36.

三、 求
√

1+ x 的 3 阶麦克劳林展开式.

解 设 f (x) =
√

1+ x，则 f ′(x) = 1
2(1+x)−

1
2 , f ′′(x) =−1

4(1+x)−
3
2 , f ′′′(x) =

3
8(1+ x)−

5
2 , f (0) = 1,

f ′(0) = 1
2 , f ′′(0) = −1

4 , f ′′′(0) = 3
8 , 故所求麦克劳林（Maclaurin）展开式为

√
1+ x = 1+ 1

2x− 1
8x2 + 1

16x3

四、 求 y = 2
x−1 在 x0 = 2 处的 3 阶泰勒公式.

解 设 f (x) = 2
x−1 , 则 f ′(x) = −2(x− 1)−2, f ′′(x) = 4(x− 1)−3, f ′′′(x) =

−12(x−1)−4, f (2) = 2,

f ′(2) = −2, f ′′(2) = 4, f ′′′(2) = −12, 故所求泰勒（Taylor）公式为

2
x−1 = 2−2(x−2)+2(x−2)2 −2(x−2)3.

五、 利用泰勒公式求下列极限：
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1. lim
x→+∞

(x− x2 ln(1+ 1
x ));

解 因为 ln(1+ 1
x ) = 1

x −
1
2(1

x )
2 + 1

3(1
x )

3 +o((1
x )

3),

故 x− x2 ln(1+ 1
x ) = x− x+ 1

2 −
1
3

1
x +o(1

x ) = 1
2 −

1
3

1
x +o(1

x ),

从而 lim
x→+∞

(x− x2 ln(1+ 1
x )) = 1

2

2. lim
x→0

sinx−xcosx
sin3 x

.

解 因为 sinx = x − 1
6x3 + o(x4),cosx = 1 − 1

2x2 + o(x3), 从而

sinx− xcosx = 1
3x3 +o(x4),

故 lim
x→0

sinx−xcosx
sin3 x

= lim
x→0

1
3 x3+o(x4)

x3 = 1
3 .

13 函数单调性和曲线的凹凸性、函数的极值与最

值 (1)

一、 求下列函数的单调区间：

1. y = x3 −3x2 −9x+6;

解 因为 y′ = 3x2−6x−9,3x2−6x−9 = 0的两根为 x1 = 3,x2 =

−1. 由 y′ > 0 得 x < −1 或 x > 3; 由 y′ < 0 得 −1 < x < 3. 故单

调增区间分别为 (−∞,−1], [3,+∞), 单调减区间为 [−1,3].

说明：

x (−∞,−1) −1 (−1,3) 3 (3,+∞)

f ′(x) + 0 − 0 +

y = f (x) ↗ 极大值，11 ↘ 极小值，−21 ↗

x3 −3x2 −9x+6
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­15 ­10 ­5 5 10 15

­20

­10

10

20

x

y

0

y = x3 −3x2 −9x+6 的单调性

2. y = ln2 x
x .

解 y = ln2 x
x 的定义域为 (0,+∞)，因为 y′= (2lnx)· 1

x x−ln2 x
x2 = 1

x2

(
2lnx− ln2 x

)
=

0 的根为 x1 = 1,x2 = e2. 当 x ∈ (0,1] 或 x ∈ [e2,+∞) 时，y′ < 0;

当 x ∈ [1,e2]时，y′ > 0.故单调减区间分别为 (0,1][e2,+∞)，单调

增区间为 [1,e2].
ln2 x

x

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

x

y
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y = ln2 x
x 的单调性

二、 证明下列不等式：

1. x > 1 时，2
√

x > 3− 1
x ;

证明 令 f (x) = 2
√

x + 1
x − 3, f ′(x) = 2

2
√

x −
1
x2 = x2−

√
x

x
5
2

, 当 x > 1

时， f ′(x) > 0, 即 f (x) 在 [1,+∞) 上单调增加，于是当 x > 1 时，

f (x) > f (1) = 0, 即 2
√

x > 3− 1
x .

2. 0 ⩽ x ⩽ π
2 时，sinx ⩾ 2x

π .

证明 令 f (x)= sinx− 2x
π ,x∈ [0, π

2 ]. f (0)= f (π
2 )= 0, f ′(x)= cosx−

2
π , f ′′(x) = −sinx < 0 (x ∈ [0, π

2 ] 时 ) 即 f (x) 为上凸函数 . 当

x ∈ [0,arccos 2
π ] 时，

f ′(x) > 0,即 f (x)为单调增函数；当 x ∈ [arccos 2
π

π
2 ]时，f ′(x) < 0,

即 f (x) 为单调减函数. 于是 f (x) 的最小值为 f (0) = f (π
2 ) = 0，

即 f (x) ⩾ 0,sinx ⩾ 2x
π

或原不等式等价于 sinx
x ⩾ 2

π ,x ∈ [0, π
2 ].令 f (x) = sinx

x − 2
π ,x ∈ [0, π

2 ],

则，f ′(x) = xcosx−sinx
x2 = (x−tanx)cosx

x2 ,因为 x ∈ [0, π
2 ]时，cosx

x2 ⩾ 0,x ⩽
tanx,故 f ′(x) ⩽ 0,从而 f (x)在 [0, π

2 ]上是减函数，f (x) ⩾ f (π
2 ) =

2
π , 即 sinx

x ⩾ 2
π ,x ∈ [0, π

2 ].

三、 讨论方程 lnx = 2x 的实根数目.

解 令 f (x) = lnx− 2x,x ∈ (0,+∞). f ′(x) = 1
x − 2 = 0 的根为 x = 1

2 . 当

x ∈ (0, 1
2)时，f ′(x) > 0,即 f (x)单调增加.当 x ∈ (1

2 +∞)时，f ′(x) < 0,

即 f (x) 单调减小. 故 f (1
2) 是 f (x) 的最大值，但 f (1

2) = − ln2−1 < 0,

即 f (x) ⩽ f (1
2) < 0, 从而 f (x) 在 (0,+∞) 上无零点，lnx = 2x 无实根.

四、 求下列函数的凹凸区间及拐点：

1. y = x3

x2+1 ;
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解 y = x3

x2+1 的定义域为 R.y′ = (x− x
x2+1)′ = 1− (x2+1)−x(2x)

(x2+1)2 =

1− 1−x2

(x2+1)2 = x2(x2+3)
(x2+1)2 > 0,

y′′ = −−2x(x2+1)2−(1−x2)2(x2+1)2x
(x2+1)4 = 2x(3−x2)

(x2+1)3 = 0 的根为 x1 = 0,x2 =

−
√

3,x3 =
√

3,相应地 y1 = 0,y2 =−3
√

3
4 ,y3 = 3

√
3

4 .当 x∈ (−∞,−
√

3)

或 x ∈ (0
√

3) 时，y′′ > 0, 即凹区间为 (−∞,−
√

3) 或 (0
√

3)；当

x ∈ (−
√

30) 或 x ∈ (
√

3+∞) 时，y′′ < 0, 即凸区间为 (−
√

3,0) 或

(
√

3,+∞).

拐点为 (0,0),(−
√

3,−3
√

3
4 ),(

√
3, 3

√
3

4 ).

2. y = xex.

解 y = xex 的定义域为 R.y′ = ex + xex = ex(1 + x),y′′ = ex(1 +

x) + ex = ex(2 + x) = 0 的根为 x1 = −2, 相应地 y1 = −2e−2. 当

x ∈ (−∞,−2) 时，y′′ < 0, 即凸区间为 (−∞,−2); 当 x ∈ (−2,+∞)

时，y′′ > 0, 即凹区间为 (−2+∞). 拐点为 (−2,−2e−2).

五、 已知点 (1,3) 为曲线 y = ax3 +bx2 的拐点，求 a,b.

解 y′ = 3ax2 +2bx,y′′ = 6ax+2b,由于 (1,3)为曲线 y = ax3 +bx2 的拐点，

故 3 = a+b,6a+2b = 0, 解得 a = −3
2 ,b = 9

2 .

六、 求下列函数的极值：

1. y = x2 lnx;

解 y = x2 lnx 的定义域为 (0,+∞).y′ = 2x lnx + x = 0 的根为

x1 = e−
1
2 .x ∈ (0,e−

1
2 )时，y′ < 0;x ∈ (e−

1
2 +∞)时，y′ > 0.故 x = e−

1
2

时， f (x) 极小值为 f (e−
1
2 ) = − 1

2e .

x2 lnx
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1 2 3
0

1

2

3

x

y

y = x2 lnx 的极值

2. y = |x(x2 −1)|.

解 y = |x(x2−1)|是 R上的偶函数，考虑 [0,+∞).y = |x(x2−1)|={
−x3 + x, 0 < x ⩽ 1,

x3 − x, x > 1,
y′ =


−3x2 +1, 0 < x < 1,

不存在， x = 1,

3x2 −1, x > 1,

由 y′ = 0

得 x =
√

3
3 .

x (0,
√

3
3 )

√
3

3 (
√

3
3 ,1) 1 (1,+∞)

f ′(x) + 0 − 不存在 +

f (x) ↗ 2
√

3
9 ↘ 0 ↗

于是 x = 0时，极小值为 f (0) = 0;x =±
√

3
3 时，极大值为 f (±

√
3

3 ) =
2
√

3
9 ;x = ±1 时，极小值为 f (±1) = 0.∣∣x(x2 −1)

∣∣
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­3 ­2 ­1 0 1 2 3

1

2

3

x

y

y =
∣∣x(x2 −1)

∣∣ 的极值
14 函数的极值与最值 (2)、函数图形的描绘

一、 求函数 y = x+2
√

x 在区间 [0,4] 上的最大值与最小值.

解 y′ = 1+ 1√
x > 0, 故最大值为 y|x=4 = 8, 最小值为 y|x=0 = 0.

二、 已知船航行一昼夜的费用由两部分组成：一为固定部分 a 元；另一为

变动部分，它与速度的立方成正比. 试问当船的航程为 s 时，船应以

怎样的速度 v 行驶，费用最省？

解 设所需费用为 y 元，则航程为 s 时所需时间为 s
v . 由于每小时航

行所需费用为 a+kv3

24 , 其中 k 是大于零的常数. 从而 y = a+kv3

24 · s
v =

as
24v + ksv2

24 ,y′ = − as
24v2 + ksv

12 = 0 的惟一零点为 v = 3
√ a

2k，故 v = 3
√ a

2k 时，

费用最省.

三、 过平面上点 P(1,4) 作一直线，使得它在两坐标轴上的截距都是正的，

且它们的和最小，求此直线的方程.

解 设直线方程为 x
a + y

b = 1, 其中 a,b 为坐标轴上的截距，a > 0,b > 0.

又直线过点 P(1,4)，故 1
a + 4

b = 1. f (a) = a+b = a+ 4a
a−1 , f ′(a) =

1+ 4(a−1)−4a
(a−1)2 = 1− 4

(a−1)2 = 0,得 a = 3,从而 b = 6.当 a < 3时，f ′(a) < 0,
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当 a > 3 时， f ′(a) > 0，从而 a = 3 时， f (a) = a+b 取最小值，故所

求直线方程为 x
3 + y

6 = 1, 即 2x+ y−6 = 0.

四、 求椭圆 x2 − xy+ y2 = 3 上纵坐标最大点与最小点.

解 利用隐函数求导，有 2x− y− xy′ + 2yy′ = 0,y′ = 2x−y
x−2y . 令 y′ = 0，得

y = 2x,代入椭圆方程，得 x2−2x2 +4x2 = 3,x =±1,y =±2.当 x−2y = 0

时，,y′ 不存在，此时切线垂直于 x 轴，将 y = x
2 代入椭圆方程，得

x2 − x2

2 +
( x

2

)2 = 3,x = ±2,y = ±1, 求出驻点及不可导点后，比较得

(1,2),(−1,−2) 分别是纵坐标最大点与最小点.

五、 试作函数 y = 1
x +4x2 的图形.

解 y = 1
x +4x2 的定义域为 (−∞,0)∪ (0,+∞). y′ = − 1

x2 +8x = 0 的根为

x1 = 1
2 .y′′ = 2

x3 +8 = 0 的根 x2 = −
3√2
2 . lim

x→0
y = ∞,x = 0 是垂直渐近线.

x (−∞,−
3√2
2 ) −

3√2
2 (−

3√2
2 ,0) (0, 1

2) 1
2 (1

2 ,+∞)

f ′(x) − − − − 0 +

f ′′(x) + 0 − + + +

f (x) ↘ 拐点 ↘ ↘ 极小值，3 ↗

1
x +4x2

­10 ­5 5 10

­10

­5

5

10

x

y

0
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y = 1
x +4x2 的图形

六、 作函数 y = ex

x 的图形.

解 y = ex

x 的定义域为 (−∞,0)∪ (0,+∞).y′ = exx−ex

x2 = 0 的零点为 x1 =

1.y′′ = exx3−(exx−ex)2x
x4 = ex(x2−2x+2)

x3 = 0 没有零点. lim
x→0+

y = +∞, lim
x→0−

y =

−∞,x = 0 是垂直渐近线， lim
x→−∞−

y = 0,y = 0 是水平渐近线.

x (−∞,0) (0,1) 1 (1,+∞)

f ′(x) − − 0 +

f ′′(x) − + + +

f (x) ↘ ↘ 极小值，e ↗

ex

x

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

x

y

0

y = ex

x 的图形

15 曲率 (1),(2)、第三章习题课

一、 求下列极限：
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1. lim
x→1

lnx−sin(x−1)
3√2x−x2−1

;

解 lim
x→1

lnx−sin(x−1)
3√2x−x2−1

= lim
x→1

lnx−sin(x−1)
3
√

1−(x−1)2−1
= lim

x→1

lnx−sin(x−1)
− 1

3 (x−1)2 =−3 lim
x→1

1
x−cos(x−1)

2(x−1) =

−3 lim
x→1

− 1
x2 +sin(x−1)

2 = −3× (−1
2) = 3

2 .

2. lim
n→∞

tann(π
4 + 2

n);

解 因为 lim
n→∞

tann(π
4 + 2

n) = lim
n→∞

en ln tan( π
4 + 2

n ) = e
lim
n→∞

ln tan( π
4 + 2

n )
1
n ,又因

为 lim
x→∞

ln tan( π
4 + 2

x )
1
x

= lim
x→∞

1
tan( π

4 + 2
x )

sec2( π
4 + 2

x )·(− 2
x2 )

− 1
x2

= lim
x→∞

2sec2( π
4 + 2

x )
tan( π

4 + 2
x )

= 4,

故 lim
n→∞

tann(π
4 + 2

n) = e4.

3. lim
x→0

( 1
sinx −

1
x )cotx;

解 lim
x→0

( 1
sinx −

1
x )cotx = lim

x→0
(x−sinx

xsinx · cosx
sinx ) = lim

x→0

(x−sinx)cosx
xsin2 x

= 1×

lim
x→0

(x−sinx)
x3 = lim

x→0
1−cosx

3x2 = lim
x→0

sinx
6x = 1

6.

4. lim
x→0

(ax+bx+cx

3 )
1
x (a,b,c 是正数 ).

解 lim
x→0

(ax+bx+cx

3 )
1
x = lim

x→0
e

1
x (ln(ax+bx+cx)−ln3) = e

lim
x→0

ln(ax+bx+cx)−ln3
x =

e
lim
x→0

1
ax+bx+cx (ax lna+bx lnb+cx lnc)

1 = e
ln(abc)

3 = (abc)
1
3 .

二、 证明下列不等式：

1. ⋆ 设 x > 0, 证明：(1+ x) ln2(1+ x)− x2 < 0;

证明 令 f (x) = (1+ x) ln2(1+ x)− x2,x ∈ (0,+∞). f ′(x) = ln2(1+

x)+(1+ x)2 ln(1+x)
1+x −2x

= ln2 (x+1)+2ln(1+x)−2x, f ′′(x)= 2ln(1+x)
1+x + 2

1+x −2 = 2(ln(1+x)−x)
1+x ,

f ′′′(x) =
2( 1

1+x−1)(1+x)−2(ln(1+x)−x)
(1+x)2 = −2ln(1+x)

(1+x)2 < 0, 于是 f ′′(x) <

f ′′(0) = 0, f ′(x) < f ′(0) = 0, f (x) < f (0) = 0,即 (1+x) ln2(1+x)−
x2 < 0.
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或令 g(x)= ln(1+x)− x√
1+x

,x∈ (0,+∞).g′(x)= 1
1+x −

√
1+x− x

2
√

1+x
1+x =

2
√

1+x−(x+2)

2(1+x)
3
2

,

令 h(x) = 2
√

1+ x− (x+2)，因为 h′(x) = 2
2
√

1+x
−1 = 1−

√
1+x√

1+x
< 0,

故 h(x) < h(0) = 0，从而 g(x) < 0,即 ln(1+x)− x√
1+x

< 0,故 x > 0

时 (1+ x) ln2(1+ x)− x2 < 0.

2. ⋆ 当 0 < x < 1 时，e−x + sinx < 1+ x2

2 .

证明 令 f (x)= e−x+sinx−1− x2

2 , f ′(x)=−e−x+cosx−x, f ′′(x)=

e−x−sinx−1, f ′′′(x)=−e−x−cosx < 0,故 f ′′(x)< f ′′(0)= 0, f ′(x)<

f ′(0) = 0, f (x) < f (0) = 0, 即 0 < x < 1 时，e−x + sinx < 1+ x2

2 .

三、 求椭圆 3x2 − xy+3y2 = 4 上离原点 O 最远及最近的点.

解 用 (−x,−y) 代 (x,y), 椭圆方程 3x2 − xy + 3y2 = 4 不变，故椭圆关

于原点 O 对称，从而椭圆中心为原点. 于是椭圆长轴与短轴的顶点即
为最远点与最近点. 设椭圆上的点 P(x0,y0) 的切线与法线 PO 垂直.
利用隐函数求导，有 6x− y− xy′ + 6yy′ = 0,y′ = 6x−y

x−6y . 故
6x0−y0
x0−6y0

· y0
x0

=

−1，得 x2
0 = y2

0，又 3x2
0 − x0y0 + 3y2

0 = 4，得 x0 = ±2
√

5
5 ,±2

√
7

7 . 于是

最远点为 (2
√

5
5 , 2

√
5

5 ),(−2
√

5
5 ,−2

√
5

5 ),dmax =
√

22
√

5
5 = 2

√
10

5 ；最近点为

(2
√

7
7 ,−2

√
7

7 ),(−2
√

7
7 , 2

√
7

7 ),

dmin =
√

22
√

7
7 = 2

√
14

7 .

3x2 − xy+3y2 = 4

­4 ­2 2 4

­4

­2

2

4

x

y

0
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3x2 − xy+3y2 = 4 的最远点与最近点

四、 求数列 { n
√

n} 中最大的一项.

解 令 f (x) = x
1
x ,x > 0. f ′(x) = (e

lnx
x )′ = x

1
x 1−lnx

x2 = 0 的根为 x = e. 于是，

0 < x < e时，f ′(x) > 0,x > e时，f ′(x) < 0.即 f (x)的最大值为 f (e) = e
1
e .

由于 2 < e < 3, f (2) =
√

2 < f (3) = 3
√

3,故 f (3) = 3
√

3是数列 { n
√

n}中
最大的一项.

五、 设 f (x)在 [0,1]上连续，在 (0,1)内可导，且 f (1) = 0，则必有 ξ ∈ (0,1)

使得 f ′(ξ ) = − f (ξ )
ξ .

证明 令 F(x) = x f (x),因为 f (1) = 0故 F(0) = F(1) = 0，且由 f (x)在 [0,1]

上连续，在 (0,1) 内可导，知 F(x) 在 [0,1] 上连续，在 (0,1) 内可导.
由罗尔定理，必有 ξ ∈ (0,1), 使 F ′(ξ ) = 0. 由于 F ′(x) = f (x)+ x f ′(x),

知 F ′(ξ ) = f (ξ )+ξ f ′(ξ ) = 0, 即 f ′(ξ ) = − f (ξ )
ξ .

六、 ⋆ 设 f (x) 在 [0,c] 上有定义， f ′(x) 存在且单调减少， f (0) = 0，试用

拉格朗日定理证明：0 ⩽ a ⩽ b ⩽ a+b ⩽ c, f (a+b) ⩽ f (a)+ f (b).

证明 由于 f (0) = 0，故 f (a + b) ⩽ f (a)+ f (b) 等价于 f (a + b)− f (b) ⩽
f (a)− f (0). 当 a = 0 时，显然成立. 当 a ̸= 0 即 a > 0 时，因为 f (a+

b)− f (b) = f ′(ξ1)a,ξ1 ∈ (b,a+b) f (a)− f (0) = f ′(ξ2)a,ξ2 ∈ (0,a),

由于 f ′(x)存在且单调减少，且 ξ1 > ξ2,故 f ′(ξ1)< f ′(ξ2),而 a > 0, f ′(ξ1)a <

f ′(ξ2)a, 即 f (a+b)− f (b) ⩽ f (a)− f (0).

16 不定积分的概念和性质、换元积分法

一、 求下列不定积分：

1.
∫
(
√

x+ 1√
x)

2dx;

解
∫
(
√

x+ 1√
x)

2dx =
∫
(x+2+ 1

x )dx = x2 +2x+ ln |x|+C.
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2.
∫
(1−x

x )2dx;

解
∫
(1−x

x )2dx =
∫
( 1

x2 − 2
x +1)dx = −1

x −2ln |x|+ x+C.

3.
∫ 2−x4

1+x2 dx;

解
∫ 2−x4

1+x2 dx =
∫
( 1

1+x2 +(1− x2))dx = arctanx+ x− x3

3 +C.

4.
∫ 2×3x−3×2x

5x dx;

解
∫ 2×3x−3×2x

5x dx =
∫
(2(3

5)x −3(2
5)x)dx = 2( 3

5 )x

ln 3
5
− 3( 2

5 )x

ln 2
5

+C.

5.
∫ 1

sin2 xcos2 x
dx;

解
∫ 1

sin2 xcos2 x
dx =

∫
( 1

sin2 x
+ 1

cos2 x)dx = −cotx+ tanx+C.

6.
∫ cos2x

sinx+cosxdx;

解
∫ cos2x

sinx+cosxdx =
∫
(cosx− sinx)dx = sinx+ cosx+C.

7.
∫
(sinx− cscx)cotxdx.

解
∫
(sinx−cscx)cotxdx =

∫
(cosx−cscxcotx)dx = sinx+cscx+

C.

二、 设曲线 C 过点 (e2,3)，且在任一点处的切线斜率等于该点横坐标的倒

数，求此曲线方程.

解 由题意，y′ = 1
x ,y =

∫ 1
x dx = ln |x|+C, 又 3 = ln

∣∣e2
∣∣+C, 故 C = 1, 于

是 y = ln |x|+1.

三、 设 f ′(tan2 x) = sec2 x, f (0) = 1，求 f (x).

解 由题意， f ′(tan2 x) = sec2 x = 1+ tan2 x, 故 f ′(u) = 1+u, f (u) =
∫
(1+

u)du = u + u2

2 +C, 又 f (0) = 1, 得 C = 1, 于是， f (u) = u + u2

2 + 1, 即

f (x) = x+ x2

2 +1.

17 换元积分法 (续)

一、 求下列不定积分：
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1.
∫ 3
√

(1−2x)2dx;

解
∫ 3
√

(1−2x)2dx u=1−2x=
∫ 3√u2(−1

2)du =− 3
10u

5
3 +C =− 3

10(1−2x)
5
3 +

C.

或
∫ 3
√

(1−2x)2dx = −1
2
∫ 3
√

(1−2x)2d(1−2x) = −1
2 ×

3
5(1−2x)

5
3 +C.

2.
∫ 1

(1+x)
√

xdx;

解
∫ 1

(1+x)
√

xdx x=u2
=

∫ 1
(1+u2)u2udu = 2arctanu+C = 2arctan

√
x+C.

或
∫ 1

(1+x)
√

xdx = 2
∫ 1

(1+(
√

x)2)d
√

x = 2arctan
√

x+C.

3.
∫ ln(x+

√
1+x2)√

1+x2 dx;

解
∫ ln(x+

√
1+x2)√

1+x2 dx =
∫

ln(x+
√

1+ x2)d ln(x+
√

1+ x2)= 1
2 ln2(x+

√
1+ x2)+

C.

记住结论：(ln(x+
√

1+ x2))′ = 1√
1+x2 .

4.
∫ 1

ex+e−x dx;

解
∫ 1

ex+e−x dx =
∫ 1

(ex)2+1dex = arctanex +C.

5.
∫ cosx

sin3 x
dx;

解
∫ cosx

sin3 x
dx =

∫ 1
sin3 x

d sinx = −1
2 sin−2 x+C.

6.
∫

sin3 xdx;

解
∫

sin3 xdx =−
∫

sin2 xd cosx =−
∫
(1−cos2 x)d cosx =−cosx+ cos3

3 +

C.

7.
∫ earcsinx

√
1−x2 dx;

解
∫ earcsinx

√
1−x2 dx =

∫
earcsinxd arcsinx = earcsinx +C.

8.
∫

sinxcos x
2dx;
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解
∫

sinxcos x
2dx =

∫
2sin x

2 cos2 x
2dx =−4

∫
cos2 x

2d cos x
2 =−4

3 cos3 x
2 +

C.

或
∫

sinxcos x
2dx = 1

2
∫
(sin 3x

2 + sin x
2)dx = 1

3
∫

sin 3x
2 d 3x

2 +
∫

sin x
2d x

2

= −1
3 cos 3x

2 − cos x
2 +C.

9.
∫ 1+lnx

x lnx dx;

解
∫ 1+lnx

x lnx dx =
∫
( 1

x lnx + 1
x )dx =

∫ 1
lnxd lnx+

∫ 1
x dx = ln |lnx|+ ln |x|+C.

10.
∫ 1

(a2−x2)
3
2

dx (a > 0);

解
∫ 1

(a2−x2)
3
2

dx x=asinu=
u∈(− π

2 , π
2 )

∫ 1
(acosu)3 acosudu =

∫ 1
a2 cos2 udu = 1

a2 tanu+C

= 1
a2 ×

x
a√

1−( x
a )2 +C = x

a2
√

a2−x2 +C.

11.
∫ x√

a2+x2 dx;

解
∫ x√

a2+x2 dx = 1
2
∫ (

a2 + x2)− 1
2 d(a2+x2)=

(
a2 + x2) 1

2 +C =
√

a2 + x2+

C.

12. ⋆
∫ 1

x+
√

1−x2 dx.

解
∫ 1

x+
√

1−x2 dx x=sinu=
∈(− π

2 , π
2 )

∫ 1
sinu+cosu cosudu =

∫ 1
tanu+1du v=tanu=

∫ 1
v+1 ×

1
1+v2 dv

=
∫
( 1

2(1+v) + 1−v
2(1+v2))dv = 1

2 ln(1+ v)+ 1
2 arctanv− 1

4 ln(1+ v2)+C

= 1
2 arctanv+ 1

2 ln 1+v√
1+v2 +C = 1

2u+ 1
2 ln 1+tanu

1
cosu

+C

= 1
2u+ 1

2 ln(sinu+
√

1− sin2 u)+C = 1
2 arcsinx+ 1

2 ln(x+
√

1− x2)+C.

或
∫ 1

x+
√

1−x2 dx x=sinu=
∈(− π

2 , π
2 )

∫ 1
sinu+cosu cosudu, 令 cosu = A(sinu + cosu) +

B(sinu + cosu)′ = (A− B)sinu + (A + B)cosu, 则

{
A−B = 0,

A+B = 0,
从而

A = B = 1
2 ,于是

∫ 1
sinu+cosu cosudu = 1

2
∫

du+ 1
2
∫ 1

sinu+cosud(sinu+cosu)

= 1
2u+ 1

2 ln |sinu+ cosu|+C = 1
2 arcsinx+ 1

2 ln(x+
√

1− x2)+C.
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18 分部积分法、有理函数的积分

求下列不定积分：

1.
∫
( lnx

x )2dx;

解
∫
( lnx

x )2dx =
∫

ln2 xd(−1
x )=−1

x ln2 x+
∫ 2

x2 lnxdx =−1
x ln2 x−2

∫
lnxd(1

x )

=−1
x ln2 x−21

x lnx+2
∫ 1

x2 dx =−1
x ln2 x−21

x lnx−21
x +C =− ln2 x+2lnx+2

x +

C.

2. ⋆
∫

xsin2 xdx;

解
∫

xsin2 xdx =
∫

x1−cos2x
2 dx = 1

2
∫

xdx− 1
2
∫

xcos2xdx = 1
4x2− 1

4
∫

xd sin2x

= 1
4x2 − 1

4xsin2x+ 1
4
∫

sin2xdx = 1
4x2 − 1

4xsin2x− 1
8 cos2x+C.

或因为
∫

xsin2 xdx =−
∫

xsinxd cosx =−xsinxcosx+
∫
(sinx+xcosx)cosxdx

= −xsinxcosx+
∫

sinxd sinx+
∫

xcos2 xdx = −xsinxcosx+ sin2 x
2 +

∫
(x−

xsin2 x)dx

= −1
2xsin2x+ sin2 x

2 + x2

2 −
∫

xsin2 xdx,

故
∫

xsin2 xdx = −xsin2x
4 + sin2 x

4 + x2

4 +C.

或
∫

xsin2 xdx = 1
2
∫

sin2 xdx2 = 1
2x2 sin2 x− 1

2
∫

x22sinxcosxdx

= 1
2x2 sin2 x+ 1

4
∫

x2d cos2x

= 1
2x2 sin2 x+ 1

4x2 cos2x− 1
4
∫

2xcos2xdx = 1
2x2 sin2 x+ 1

4x2 cos2x− 1
4
∫

xd sin2x

= 1
2x2 sin2 x+ 1

4x2 cos2x− 1
4xsin2x+ 1

4
∫

sin2xdx

= 1
2x2 sin2 x+ 1

4x2 cos2x− 1
4xsin2x− 1

8 cos2x+C.

= x2

4 − xsin2x
4 − cos2x

8 +C.

3.
∫

xe1+xdx;

解
∫

xe1+xdx =
∫

xde1+x = xe1+x −
∫

e1+xdx = xe1+x − e1+x +C = (x−
1)e1+x +C.
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4.
∫

e
√

xdx;

解
∫

e
√

xdx x=u2
=

∫
eu2udu = 2

∫
udeu = 2ueu − 2

∫
eudu = 2ueu − 2eu +

C = 2e
√

x(
√

x−1)+C.

5.
∫ x2 arctanx

1+x2 dx;

解
∫ x2 arctanx

1+x2 dx =
∫
(arctanx− arctanx

1+x2 )dx =
∫

arctanxdx− 1
2
∫

d arctan2 x

= xarctanx−
∫ x

1+x2 dx− 1
2 arctan2 x = xarctanx− 1

2 ln(1+x2)− 1
2 arctan2 x+

C.

6.
∫ 1

(x−1)2(x2+1)dx;

解
∫ 1

(x−1)2(x2+1)dx =
∫
(1

2
x

x2+1 −
1

2(x−1) + 1
2(x−1)2 )dx

= 1
4 ln(1+ x2)− 1

2 ln |x−1|− 1
2(x−1) +C.

7.
∫ 1

x(x5+1)dx;

解
∫ 1

x(x5+1)dx =
∫
(1

x −
x4

x5+1)dx = ln |x|− 1
5 ln
∣∣x5 +1

∣∣+C.

8. ⋆
∫ 2−sinx

2+cosxdx;

解
∫ 2−sinx

2+cosxdx =
∫ 2

2+cosxdx+
∫ 1

2+cosxd(2+cosx)= ln(2+cosx)+2
∫ 1

2+cosxdx

= ln(2+ cosx)+ 4
3

√
3arctan(

√
3

3 tan x
2)+C.

说明：用万能代换，
∫ 1

2+cosxdx =
∫ 1

2+ 1−t2

1+t2

× 2
1+t2 dt =

∫ 2
t2+3dt = 2

√
3

3
∫ 1

1+( t√
3
)2 d( t√

3
)

= 2
√

3
3 arctan t√

3
+C = 2

√
3

3 arctan(
√

3
3 tan x

2)+C.

9. ⋆
∫ 1

sinx+tanxdx;

解
∫ 1

sinx+tanxdx =
∫ cosx

sinxcosx+sinxdx =
∫ cosx

sinx(cosx+1)dx

=
∫ 1−sin2 x

2
2sin x

2 cos x
2
× 1

2cos2 x
2
dx =

∫ 1−tan2 x
2

2tan x
2

d(tan x
2) =

∫
( 1

2tan x
2
− 1

2 tan x
2)d(tan x

2)

= 1
2 ln
∣∣tan x

2

∣∣− 1
4 tan2 x

2 +C.

或用万能代换，
∫ 1

sinx+tanxdx =
∫ 1

2t
1+t2

+ 2t
1−t2

× 2
1+t2 dt = 1

2
∫ 1

t dt − 1
2
∫

tdt =

1
2 ln |t|− 1

4t2 +C = 1
2 ln
∣∣tan x

2

∣∣− 1
4 tan2 x

2 +C.



19 第四章习题课 45

10.
∫ 1√

x(1+ 4√x)3 dx;

解
∫ 1√

x(1+ 4√x)3 dx x=u4
=
∫ 1

u2(1+u)3 4u3du = 4
∫ u

(1+u)3 du = 4
∫
( 1
(1+u)2 − 1

(1+u)3 )du

= − 4
1+u + 2

(1+u)2 +C = − 4
1+ 4√x

+ 2
(1+ 4√x)2 +C.

11. ⋆
∫ 1

3
√

(x+1)2(x−1)
dx.

解
∫ 1

3
√

(x+1)2(x−1)
dx =

∫ 1

(x+1) 3
√

x−1
x+1

dx
x−1
x+1 =u3

=
∫ 1

2
1−u3 u

× 6u2

(1−u3)2 du

=
∫ 3u

(1−u3)du =
∫
( u−1

u2+u+1 −
1

u−1)du

= 1
2 ln
(
u2 +u+1

)
− ln(u−1)−

√
3arctan

√
3
(2

3u+ 1
3

)
+C

= 1
2 ln u2+u+1

u2−2u+1 +
√

3arctan
(

2u+1√
3

)
+C

= 1
2 ln

3
√

(x+1)2+ 3
√

(x2−1)+ 3
√

(x−1)2

3
√

(x+1)2−2 3
√

(x2−1)+ 3
√

(x−1)2
+
√

3arctan

(
2 3
√

x−1
x+1 +1
√

3

)
+C.

19 第四章习题课

一、 求下列不定积分：

1.
∫ sinxcosx

2+sin4 x
dx;

解
∫ sinxcosx

2+sin4 x
dx = 1

2
∫ 1

2+sin4 x
d sin2 x =

√
2

4
∫ 1

1+
(

sin2 x√
2

)2 d
(

sin2 x√
2

)
=

√
2

4 arctan
(

sin2 x√
2

)
+C.

2.
∫ xex

√
1+ex dx;

解
∫ xex

√
1+ex dx =

∫ x√
1+ex d(ex + 1) = 2

∫
xd
√

1+ ex = 2x
√

1+ ex −
2
∫ √

1+ exdx
t=

√
1+ex
= 2x

√
1+ ex−2

∫
t 2t

t2−1dt = 2x
√

1+ ex−4
∫
(1+ 1

2(t−1)−
1

2(t+1))dt

= 2x
√

1+ ex−4t−2ln
∣∣ t−1

t+1

∣∣+C = 2x
√

1+ ex−4
√

1+ ex−2ln
∣∣∣√1+ex−1√

1+ex+1

∣∣∣+
C.
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3.
∫ 1

x2
√

1+x2 dx;

解
∫ 1

x2
√

1+x2 dx x=tan t=
t∈(− π

2 , π
2 )

∫ 1
tan2 t sec t sec2 tdt =

∫ cos t
sin2 t

dt =
∫ 1

sin2 t
d sin t

= − 1
sin t +C = − 1

x 1√
1+x2

+C = −
√

1+x2

x +C.

4.
∫ 1

1+2tan2 xdx;

解
∫ 1

1+2tan2 xdx x=arctan t=
∫ 1

1+2t2 × 1
1+t2 dt =

∫
( 2

1+2t2 − 1
1+t2 )dt

=
√

2
∫ 1

1+(
√

2t)2 d(
√

2t)− arctan t =
√

2arctan(
√

2t)− arctan t +C

=
√

2arctan(
√

2tanx)− x+C.

5.
∫ 1

x
√

1+x3+x6 dx;

解
∫ 1

x
√

1+x3+x6 dx
x= 1

t=
∫ 1

1
t

√
1+( 1

t )3+( 1
t )6

(− 1
t2 )dt = −

∫ t2
√

1+t3+t6 dt

= −1
3
∫ 1√

1+t3+t6 dt3 u=t3
= −1

3
∫ 1√

1+u+u2 du = −1
3
∫ 1√

1+( 2u+1√
3

)2
d(2u+1√

3
)

=−1
3 ln
∣∣∣2u+1√

3
+
√

1+(2u+1√
3

)2
∣∣∣+C ==−1

3 ln
∣∣∣ 2+x3

x3
√

3
+
√

1+( 2+x3

x3
√

3
)2
∣∣∣+

C.

说明：令 x = 1
t 称为 “倒代换”.记住

∫ 1√
1+x2 dx = ln

∣∣∣x+
√

1+ x2
∣∣∣+

C.

6.
∫ xcosx−sinx

x2 dx;

解
∫ xcosx−sinx

x2 dx =
∫ cosx

x dx+
∫

sinxd 1
x =

∫ cosx
x dx+ sinx

x −
∫ cosx

x dx =
sinx

x +C.

7.
∫ √

x(1+x)
√

x+
√

1+x
dx;

解
∫ √

x(1+x)
√

x+
√

1+x
dx =

∫ (
√

x−
√

1+x)
√

x(1+x)

(
√

x−
√

1+x)(
√

x+
√

1+x)
dx

=
∫
(−x

√
1+ x + (1 + x)

√
x)dx = −

∫
x
√

1+ xdx +
∫
(x

1
2 + x

3
2 )dx =

−
∫

x
√

1+ xdx+ 2
3x

3
2 + 2

5x
5
2 ,

而
∫

x
√

1+ xdx
t=

√
1+x=

∫
(t2−1)t ·2tdt = 2

∫
(t4− t2)dt = 2

5t5− 2
3t3 +

C
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= 2
5(1+ x)2√1+ x− 2

3(1+ x)
√

1+ x+C.

从而原式 = −2
5(1+ x)2√1+ x+ 2

3(1+ x)
√

1+ x+ 2
3x

3
2 + 2

5x
5
2 +C.

8.
∫ x11

(x8+1)2 dx.

解
∫ x11

(x8+1)2 dx = 1
4
∫ x8

(x8+1)2 dx4 t=x4
= 1

4
∫ t2

(t2+1)2 dt t=tanu= 1
4
∫ tan2 u

sec4 u sec2 udu

= 1
4
∫

sin2 udu = 1
4
∫ 1−cos2u

2 du = 1
8(u− 1

2 sin2u)+C

= 1
8(u− tanu

1+tan2 u)+C

= 1
8 arctan t − 1

8 ×
t

1+t2 +C = 1
8 arctanx4 − x4

8(1+x8) +C.

二、 ⋆ 设 f (x) =


xe−x, x ⩽ 0,

√
2x− x2, 0 < x < 2,

x ln(x−1), x ⩾ 2,

计算
∫

f (x)dx.

解 当 x ⩽ 0时，f (x) = xe−x，
∫

f (x)dx =
∫

xe−xdx =−
∫

xde−x =−xe−x +∫
e−xdx = −xe−x − e−x +C1;

当 0 < x < 2时，f (x)=
√

2x− x2,
∫

f (x)dx =
∫ √

2x− x2dx =
∫√

1− (x−1)2dx

x−1=sin t=
∫

cos2 tdt =
∫ cos2t+1

2 dt = 1
2t + 1

4 sin2t +C2

= 1
2 arcsin(x−1)+ 1

2(x−1)
√

1− (x−1)2 +C2

= 1
2 arcsin(x−1)+ 1

2(x−1)
√

2x− x2 +C2;

当 x ⩾ 2 时， f (x) = x ln(x−1),
∫

f (x)dx =
∫

x ln(x−1)dx = 1
2
∫

ln(x−1)dx2

= 1
2x2 ln(x−1)− 1

2
∫ x2

x−1dx = 1
2x2 ln(x−1)− 1

2
∫
(x+1+ 1

x−1)dx

= 1
2x2 ln(x−1)− 1

4x2 − 1
2x− 1

2 ln(x−1)+C3 = 1
2(x2 −1) ln(x−1)− 1

4x2 − 1
2x+

C3.
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根据
∫

f (x)dx 在 x = 0,2处的连续性，令 C = C1,则可得 C2 = C1 + π
4 −1 =

π
4 −1+C,C3 = 2+ π

4 +C2 = π
2 +1+C.

¹�
∫

f (x)dx =


−(x+1)e−x +C, x ⩽ 0,

1
2 arcsin(x−1)+ 1

2(x−1)
√

2x− x2 + π
4 −1+C, 0 < x < 2,

1
2(x2 −1) ln(x−1)− 1

4x2 − 1
2x+ π

2 +1+C, x ⩾ 2,

三、 设 F ′(x) = f (x),x ⩾ 0 时成立 f (x)F(x) = sin2 x，且 F(x) ⩾ 0,F(0) = 1,

求 f (x).

解 因为 F ′(x) = f (x) 且 f (x)F(x) = sin2 x，故 F ′(x)F(x) = sin2 x，即
1
2dF2(x) = sin2 xdx, 于是

1
2F2(x) =

∫
sin2 xdx =

∫ 1−cos2x
2 dx = 1

2x− 1
4 sin2x+C,即 F2(x) = x− 1

2 sin2x+

2C.又由 F(0)= 1知C = 1
2 ,而 F(x)⩾ 0，故 F(x)=

√
x− 1

2 sin2x+1. f (x)=

F ′(x) = 1−cos2x

2
√

x− 1
2 sin2x+1

= sin2 x√
x− 1

2 sin2x+1
,x ⩾ 0.

20 定积分的概念与性质、微积分基本公式 (1),(2)

一、 用定积分定义，计算
∫ b

a (x+1)dx (a < b).

解 令 f (x) = x+1, 则 f (x) 在 [a,b] 上连续. 将 [a,b]n 等分，分点为 xi =

a+ i
n(b−a), i = 1,2, · · · ,n−1.每个小区间 [xi−1,xi]的长度为 ∆xi = b−a

n ,

于是
n
∑

i=1
f (ξi)∆xi =

n
∑

i=1
(ξi +1)∆xi =

n
∑

i=1
(xi +1)∆xi

=
n
∑

i=1
(a + i

n(b− a) + 1)b−a
n = (a + 1)(b− a) + (b−a)2

n2

n
∑

i=1
i = (a + 1)(b− a) +

(b−a)2

n2 × n(n+1)
2

= (a+1)(b−a)+ (b−a)2(n+1)
2n

于是，
∫ b

a (x+1)dx = lim
n→∞

n
∑

i=1
f (ξi)∆xi = lim

n→∞
((a+1)(b−a)+ (b−a)2(n+1)

2n )
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= (a+1)(b−a)+ (b−a)2

2 = b−a
2 (a+b+2).

二、 用定积分的几何意义画图说明等式成立的理由.

1.
∫ 1
−1 x3dx = 0;

解 x3

0
­1.0 ­0.5 0.5 1.0

­1.0

­0.5

0.5

1.0

x

y

y = x3 的曲边梯形面积

f (x) = x3 是 R上的奇函数，图形关于原点对称.在关于原点对称
的区间 [−1,1]上的所包围的面积等于区间 [0,1]上所包围的面积

与区间 [0,1] 上所包围的面积之差，等于零.

2.
∫ 2π

0 sin x
2dx = 2

∫ π
0 sin x

2dx;

解 sin x
2
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0 1 2 3 4 5 6
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

y

y = sin x
2 的曲边梯形面积

f (x) = sin x
2 ,x ∈ [0,2π]. 由于 sin π+x

2 = sin π−x
2 , 故图形关于 x = π

对称，于是
∫ 2π

0 sin x
2dx = 2

∫ π
0 sin x

2dx.

3.
∫ 2

0

√
4− x2dx = π.

解
√

4− x2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

x

y

y =
√

4− x2 的曲边梯形面积

f (x) =
√

4− x2,x ∈ [0,2] 的图形是半径为 2 的四分之一圆. 面积∫ 2
0

√
4− x2dx = 1

4π22 = π.

三、 设 f (x)在 [a,b]上连续非负，且有 f (x0) > 0,x0 ∈ [a,b]，证明
∫ b

a f (x) > 0.
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证明 因为 f (x) 在 [a,b] 上连续非负，且有 f (x0) > 0,x0 ∈ [a,b]，故必有

δ > 0, 使得 Ů(x0,δ ) ⊂ [a,b], 且对任意的 x ∈ Ů(x0,δ ), f (x) > 0. 从而

由积分中值定理，必有 ξ ∈ Ů(x0,δ )
∫ x0+δ

x0−δ f (x)dx = f (ξ )2δ > 0. 于是∫ b
a f (x) =

∫ x0−δ
a f (x)+

∫ x0+δ
x0−δ f (x)+

∫ b
x0+δ f (x) ⩾ 0+

∫ x0+δ
x0−δ f (x)+0 > 0.

四、 不计算比较
∫ 2

1 x4dx 与
∫ 2

1 x5dx 的大小，并说明严格不等式成立的理

由.

证明 1 ⩽ x ⩽ 2 时，x4 ⩽ x5, 则 f (x) = x5 − x4 ⩾ 0, 且有 x0 = 3
2 , f (x0) > 0,

于是由前一题，知
∫ 2

1 f (x) > 0, 即
∫ 2

1 x4dx <
∫ 2

1 x5dx.

五、 计算下列函数的导数：

1.
∫ x2

0

√
1+ t2dt.

解 令 f (x) =
∫ x2

0

√
1+ t2dt, f ′(x) =

√
1+ x4(2x) = 2x

√
1+ x4.

2.
∫ 8

x3
1√

2+t2 dt;

解 f (x)=
∫ 8

x3
1√

2+t2 dt =−
∫ x3

8
1√

2+t2 dt, f ′(x)=− 1√
2+x6 3x2 =− 3x2

√
2+x6 .

3.
∫ cos2x

e3x sin t2dt.

解 f (x) =
∫ cos2x

e3x sin t2dt = −
∫ e3x

0 sin t2dt +
∫ cos2x

0 sin t2dt,

f ′(x)=−(sine6x)e3x ·3+(sin(cos2 2x))(−2sin2x)= 3e3x sine6x−2sin2x ·
sin(cos2 2x).

六、 求下列极限：

1. lim
x→0

∫ x2
0 cos t2dt

x2 ;

解 lim
x→0

∫ x2
0 cos t2dt

x2 = lim
x→0

2xcosx4

2x = 1.

2. lim
x→0

(
∫ x

0 e−t2dt)2∫ x
0 te2t2dt

.

解 lim
x→0

(
∫ x

0 e−t2dt)2∫ x
0 te2t2dt

= lim
x→0

2e−x2 ∫ x
0 e−t2 dt

xe2x2 = 2 lim
x→0

∫ x
0 e−t2dx

xe3x2

= 2 lim
x→0

e−x2

e3x2+6x2e3x2 = 2.
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七、 设 f (x) 在 [a,b] 上连续，在 (a,b) 上可导且 f ′(x) ⩾ 0, 令 F(x) =
1

x−a
∫ x

a f (t)dt, 证明在 (a,b) 内有 F ′(x) ⩾ 0.

证明 因为 F(x) = 1
x−a

∫ x
a f (t)dt， f (x) 在 [a,b] 上连续，则

F ′(x)= f (x)(x−a)−
∫ x

a f (t)dt
(x−a)2 =

∫ x
a f (x)dt−

∫ x
a f (t)dt

(x−a)2 =
∫ x

a ( f (x)− f (t))dt
(x−a)2 ,又因 f (x)在 (a,b)

上可导且 f ′(x) ⩾ 0,故 f (x)在 (a,b)内单调增加，从而当 x ∈ (a,b), t ∈
(a,x) ⊂ (a,b) 时 , f (x)− f (t) ⩾ 0,

∫ x
a ( f (x)− f (t))dt ⩾ 0，故 F ′(x) ⩾ 0.

21 微积分基本公式 (3)、定积分的换元法和分部积
分法 (1)

一、 计算下列定积分：

1.
∫ 64

1
√

x(1− 3
√

x)dx;

解
∫ 64

1
√

x(1− 3
√

x)dx = (2
3x

3
2 − 6

11x
11
6 )
∣∣∣64

1
= −25604

33 .

2.
∫ 2π

0 |cosx|dx;

解
∫ 2π

0 |cosx|dx =
∫ π

2
0 cosxdx−

∫ 3π
2

π
2

cosxdx+
∫ 2π

3π
2

cosxdx

= sinx|
π
2
0 − sinx|

3π
2

π
2

+ sinx|2π
3π
2

= 1− (−2)+1 = 4.

3.
∫ π

3
π
4

tan2 xdx;

解
∫ π

3
π
4

tan2 xdx =
∫ π

3
π
4
(sec2 x−1)dx = (tanx− x)|

π
3
π
4

=
√

3− π
12 −1.

或
∫ π

3
π
4

tan2 xdx =
∫ π

3
π
4

sin2 x
cos2 xdx =

∫ π
3

π
4

sinxd 1
cosx = tanx|

π
3
π
4
−
∫ π

3
π
4

dx = (tanx− x)|
π
3
π
4
=

√
3− π

12 −1.

4.
∫ 2

0 f (x)dx, 其中 f (x) =

{
x+1, x ⩾ 1,

1
2x2, x < 1;

解
∫ 2

0 f (x)dx =
∫ 1

0 f (x)dx+
∫ 2

1 f (x)dx =
∫ 1

0
1
2x2dx+

∫ 2
1 (x+1)dx =

1
6x3
∣∣1
0 + (1

2x2 + x)
∣∣2
1 = 8

3 .
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二、 计算下列定积分：

1.
∫ π

2
0 sin(x+ π

4 )dx;

解
∫ π

2
0 sin(x+ π

4 )dx = −cos(x+ π
4 )
∣∣ π

2
0 =

√
2.

2.
∫ π

2
0 sin2 xdx;

解
∫ π

2
0 sin2 xdx =

∫ π
2

0
1−cos2x

x dx = 1
2(x− 1

2 sin2x)
∣∣ π

2
0 = π

4 .

3.
∫ e3

1
1

x
√

1+lnx
dx;

解
∫ e3

1
1

x
√

1+lnx
dx =

∫ e3

1
1√

1+lnx
d lnx

=
∫ 3

0
1√
1+u

du = 2
√

1+u
∣∣3
0 = 2.

4.
∫ 1

3
4

1√
1−x+1

dx;

解
∫ 1

3
4

1√
1−x+1

dx
u=

√
1−x=

∫ 0
1
2

1
u+1(−2u)du

= −2
∫ 0

1
2
(1− 1

u+1)du = −2(u− ln(u+1))|01
2
= 1−2ln 3

2 .

5.
∫√3√

3
3

1
x2
√

1+x2 dx;

解
∫√3√

3
3

1
x2
√

1+x2 dx
x= 1

u=
∫ √

3
3√
3

1
1

u2

√
1+ 1

u2

(− 1
u2 )du

= −
∫ √

3
3√
3

u√
1+u2 du = −1

2
∫ √

3
3√
3

1√
1+u2 d(1+u2)

= −
√

1+u2
∣∣∣√3

3
√

3
= 2− 2

√
3

3 .

或
∫√3√

3
3

1
x2
√

1+x2 dx x=tan t=
t∈(− π

2 , π
2 )

=
∫ π

3
π
6

sec2 t
tan2 t·sec t dt =

∫ π
3

π
6

cos t
sin2 t

dt = − 1
sin t

∣∣ π
3
π
6

=

2− 2
√

3
3 .

6.
∫ 3

0 x2
√

9− x2dx.

解
∫ 3

0 x2
√

9− x2dx x=3sinu=
∫ π

2
0 (9sin2 u)(3cosu)3cosudu

= 81
∫ π

2
0 sin2 2udu = 81

4
∫ π

2
0

1−cos4x
2 du

= 81
4 (1

2u− 1
8 sin4u)

∣∣ π
2
0 = 81

16π.
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三、 设 f (x)是连续函数，求证：
∫ 2a

0 f (x)dx =
∫ a

0 f (x)dx+
∫ a

0 f (2a−x)dx,并

求
∫ π

0
xsinx

1+cos2 xdx.

证明因为
∫ a

0 f (2a− x)dx =
∫ a

2a f (t)d(−t) =
∫ 2a

a f (t)dt =
∫ 2a

a f (x)dx, 故∫ a
0 f (x)dx+

∫ a
0 f (2a− x)dx =

∫ a
0 f (x)dx+

∫ 2a
a f (x)dx =

∫ 2a
0 f (x)dx. 于是，∫ π

0
xsinx

1+cos2 xdx =
∫ π

2
0

xsinx
1+cos2 xdx+

∫ π
2

0
(π−x)sin(π−x)
1+cos2(π−x) dx =

∫ π
2

0
xsinx

1+cos2 xdx+
∫ π

2
0

(π−x)sinx
1+cos2 x dx

= π
∫ π

2
0

sinx
1+cos2 xdx = π arctan(cosx)|

π
2
0 = −π2

4 .

22 定积分的换元法和分部积分法 (2)、反常积分

一、 计算下列定积分：

1.
∫ 2

0 xexdx;

解
∫ 2

0 xexdx =
∫ 2

0 xdex = xex|20 −
∫ 2

0 exdx = (xex − ex)|20 = e2 +1.

2.
∫ π

2ω
0 t sinωtdt;

解
∫ π

2ω
0 t sinωtdt =− 1

ω
∫ π

2ω
0 td cosωt =− 1

ω t cosωt|
π

2ω
0 + 1

ω
∫ π

2ω
0 cosωtdt

= 1
ω2

∫ π
2ω

0 d sinωt = 1
ω2 sinωt

∣∣∣ | π
2ω
0 = 1

ω2 .

3.
∫ π

4
0 ex cos2xdx;

解
∫ π

4
0 ex cos2xdx =

∫ π
4

0 cos2xdex = ex cos2x|
π
4
0 +2

∫ π
4

0 ex sin2xdx

= −1+2
∫ π

4
0 sin2xdex = −1+ 2ex sin2x|

π
4
0 −4

∫ π
4

0 ex cos2xdx

= −1+2e
π
4 −4

∫ π
4

0 ex cos2xdx,

从而，
∫ π

4
0 ex cos2xdx = 2

5e
π
4 − 1

5 .

4.
∫ e

1
e

|lnx|√
x dx.

解
∫ e

1
e

|lnx|√
x dx = −

∫ 1
1
e

lnx√
x dx+

∫ e
1

lnx√
x dx

= −2
∫ 1

1
e

lnxd
√

x+2
∫ e

1 lnxd
√

x

= −2
√

x lnx|11
e
+2

∫ 1
1
e

x−
1
2 dx+ 2

√
x lnx|e1 −2

∫ e
1 x−

1
2 dx

= −2
√

x lnx|11
e
+ 4x

1
2

∣∣∣11
e

+ 2
√

x lnx|e1 − 4x
1
2

∣∣∣e
1
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= 8−6e−
1
2 −2e

1
2 .

二、 计算 I =
∫ 1

0
ln(1+x)
(2−x)2 dx.

解 I =
∫ 1

0
ln(1+x)
(2−x)2 dx =

∫ 1
0 ln(1+x)d( 1

2−x)= ln(1+x)
2−x

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0
1

(2−x)(1+x)dx = ln2−
1
3
∫ 1

0 ( 1
2−x + 1

1+x)dx = ln2
3 .

三、 求 I =
∫ 2π

0 x |sinx|dx.

解 I =
∫ 2π

0 x |sinx|dx =
∫ π

0 xsinxdx−
∫ 2π

π xsinxdx =
∫ π

0 xsinxdx−
∫ 0

π (2π −
x)sin(2π − x)d(2π − x) = 2π

∫ π
0 sinxdx = 4π.

四、 判断下列反常积分的敛散性，若收敛，计算广义积分的值：

1.
∫+∞

0 e−pt cosωtdt (p,ω > 0);

解
∫ x

0 e−pt cosωtdt = 1
p2+ω2 e−pt(ω sinωt − pcosωt)

∣∣∣x
0

= 1
p2+ω2 e−px(ω sinωx− pcosωx)+ p

p2+ω2 ,(p,ω > 0).

lim
x→+∞

∫ x
0 e−pt cosωtdt = lim

x→+∞
( 1

p2+ω2 e−px(ω sinωx− pcosωx)+ p
p2+ω2 )

= 1
p2+ω2 lim

x→+∞
ω sinωx−pcosωx

epx + p
p2+ω2 = p

p2+ω2 .

故
∫+∞

0 e−pt cosωtdt = p
p2+ω2 .

说明：
∫

eax cosbxdx = 1
a2+b2 eax(bsinbx+acosbx)+C.

2.
∫+∞
−∞

1
x2+4x+6dx;

解
∫ 1

x2+4x+6dx =
√

2
2
∫ 1

1+( x+2√
2

)2 d(x+2√
2
) =

√
2

2 arctan x+2√
2

+C,

lim
t→−∞

∫ 0
t

1
x2+4x+6dx = lim

t→−∞

√
2

2 arctan x+2√
2

∣∣∣0
t
=

√
2

2 arctan
√

2+
√

2π
4 ,

lim
t→+∞

∫ t
0

1
x2+4x+6dx = lim

t→+∞

√
2

2 arctan x+2√
2

∣∣∣t
0
=

√
2π
4 −

√
2

2 arctan
√

2,∫+∞
−∞

1
x2+4x+6dx =

(√
2

2 arctan
√

2+
√

2π
4

)
+
(√

2π
4 −

√
2

2 arctan
√

2
)

=
√

2π
2 .
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3.
∫ 1

0
x

1−x2 dx;

解
∫ x

1−x2 dx = −1
2
∫ d(1−x2)

1−x2 = −1
2 ln
∣∣1− x2

∣∣+C,

lim
x→1

1
2 ln
∣∣1− x2

∣∣= ∞, 故
∫ 1

0
x

1−x2 dx 发散.

4.
∫ 2

0
x√
|1−x|

dx.

解
∫ 2

0
x√
|1−x|

dx =
∫ 1

0
x√
1−x

dx+
∫ 2

1
x√
x−1

dx =−2
∫ 1

0 xd
√

1− x+2
∫ 2

1 xd
√

x−1

= −2 x
√

1− x
∣∣1
0 +2

∫ 1
0
√

1− xdx+2 x
√

x−1
∣∣2
1 −2

∫ 2
1
√

x−1dx

= 4− 4
3 (1− x)

3
2

∣∣∣1
0
− 4

3 (x−1)
3
2

∣∣∣2
1
= 4.

五、 证明：
∫+∞

0
dx

1+x4 =
∫+∞

0
x2dx
1+x4 = π

2
√

2
.

证明
∫+∞

0
dx

1+x4

u= 1
x=
∫ 0
+∞

d( 1
u )

1+( 1
u )4 =

∫+∞
0

u2du
1+u4 =∫+∞

0
x2dx
1+x4 = 1

2(
∫+∞

0
dx

1+x4 +
∫+∞

0
x2dx
1+x4 ) = 1

2
∫+∞

0
1+x2

1+x4 dx

= 1
4
∫+∞

0 ( 1
1−

√
2x+x2 + 1

1+
√

2x+x2 )dx = 1
4
∫+∞

0
dx

1−
√

2x+x2 + 1
4
∫+∞

0
dx

1+
√

2x+x2 =
1
4
∫+∞

0
dx

(x−
√

2
2 )2+(

√
2

2 )2
+ 1

4
∫+∞

0
dx

(x+
√

2
2 )2+(

√
2

2 )2
=

1
4

√
2[arctan(

√
2x−1)+ arctan(

√
2x+1)]

∣∣∣+∞

0
=

√
2π
4 .

23 第五章习题课

一、 设 2x− tan(x− y) =
∫ x−y

0 sec2 tdt, 求 dy
dx .

解 利用隐函数求导方法，有 2− sec2(x− y)(1− y′) = sec2(x− y)(1− y′),

故

y′ = 1− 1
sec2(x−y) = sin2(x− y).

二、 设 f (x)= x,g(x)=

{
sinx, 0 ⩽ x ⩽ π

2 ,

0, 其它，
当 x ⩾ 0时，求.F(x)=

∫ x
0 f (t)g(x−

t)dt.
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解 因为 f (x) = x,g(x) =

{
sinx, 0 ⩽ x ⩽ π

2 ,

0, 其它，
，故当 x > π

2 时，g(x) =

0，从而 F(x) =
∫ x

0 f (t)g(x− t)dt t=x−u= −
∫ 0

x f (x−u)g(u)du t=x−u=
∫ x

0 f (x−
u)g(u)du

=
∫ π

2
0 f (x− u)g(u)du +

∫ x
π
2

f (x− u)g(u)du =
∫ π

2
0 f (x− u)g(u)du + 0 =

∫ π
2

0 (x−

u)sinudu = −
∫ π

2
0 (x−u)d cosu = x−1;

当 0 ⩽ x ⩽ π
2 时，F(x)=

∫ x
0 f (t)g(x−t)dt = F(x)=

∫ x
0 t sin(x−t)dt =

∫ x
0 td cos(x−

t) = t cos(x− t)|x0 −
∫ x

0 cos(x− t)dt

= t cos(x− t)|x0 + sin(x− t)|x0 = x− sinx.

于是，F(x) =

{
x− sinx, 0 ⩽ x ⩽ π

2 ,

x−1, x > π
2 .

三、 计算下列定积分：

1.
∫ π

2
− π

2

√
cos2 x− cos4 xdx;

解
∫ π

2
− π

2

√
cos2 x− cos4 xdx = 2

∫ π
2

0

√
cos2 x− cos4 xdx

= 2
∫ π

2
0 sinxcosxdx =

∫ π
2

0 sin2xdx = −1
2 cos2x

∣∣ π
2
0 = 1.

说明：2
∫ π

2
0 sinxcosxdx = sin2 x

∣∣ π
2
0 = 1.

2.
∫ √

2
2

0 arccosxdx;

解
∫ √

2
2

0 arccosxdx = xarccosx|
√

2
2

0 −
∫ √

2
2

0
x

−
√

1−x2 dx

=
√

2π
8 − 1

2
∫ √

2
2

0
1√

1−x2 d(1− x2) =
√

2π
8 −

√
1− x2

∣∣∣√2
2

0

=
√

2π
8 −

√
2

2 +1.

3.
∫ lnx

0

√
e2x −1dx;

解
∫ lnx

0

√
e2x −1dx t=

√
e2x−1=

∫√3
0 t t

1+t2 dt =
∫√3

0 (1− 1
1+t2 )dt

= (t − arctan t)|
√

3
0 =

√
3− π

3 .
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4.
∫ 3

0 [x]xdx, 其中 [x] 为不超过 x 的最大整数.

解
∫ 3

0 [x]xdx = 0+
∫ 2

1 xdx+
∫ 3

2 2xdx = 1
2x2
∣∣2
1 + x2

∣∣3
2 = 13

2 .

四、 计算
∫ 3
−3(|x|+ x)e−|x|dx.

解
∫ 3
−3(|x|+ x)e−|x|dx =

∫ 0
−3(−x+ x)exdx+

∫ 3
0 (x+ x)e−xdx

= −2
∫ 3

0 xde−x = −2xe−x|30 +2
∫ 3

0 e−xdx = −6e−3 − 2e−x|30 = −8e−3 +2.

五、 证明：1 <
∫ π

2
0

sinx
x dx < π

2 .

证明 当 0 < x < π
2 时，有 0 < sinx < x < tanx.

故 0 < sinx
x < 1,于是由以前题目结论，有

∫ π
2

0 (1− sinx
x )dx > 0,即

∫ π
2

0
sinx

x dx <
π
2 .

当 0 < x ⩽ π
2 时，令 f (x) = sinx

x , f ′(x) = xcosx−sinx
x2 = x−tanx

x2 cosx < 0,即 f (x) = sinx
x

单调减少，故 f (x)的最小值为 f (π
2 ) = 2

π ,即 sinx
x ⩾ 2

π ,当 x = π
6 时取不

到等号，故有
∫ π

2
0 ( sinx

x − 2
π )dx > 0,即

∫ π
2

0
sinx

x dx > 1.故 1 <
∫ π

2
0

sinx
x dx < π

2 .

六、 已知 f (x) =
∫ x

1
ln t
1+t dt, 求 f (2)+ f (1

2).

解 因为 f (x) =
∫ x

1
ln t
1+t dt，故 f (x)+ f (1

x ) =
∫ x

1
ln t
1+t dt +

∫ 1
x

1
ln t
1+t dt

=
∫ x

1
ln t
1+t dt +

∫ x
1

ln 1
u

1+ 1
u
(− 1

u2 )du =
∫ x

1
ln t
1+t dt +

∫ x
1

lnu
u(1+u)du

=
∫ x

1
ln t
1+t dt +

∫ x
1

ln t
t(1+t)dt =

∫ x
1 ( ln t

1+t + ln t
t(1+t))dt

=
∫ x

1
ln t
t dt = 1

2 ln2 t
∣∣x
1 = 1

2 ln2 x.

故 f (2)+ f (1
2) = 1

2 ln2 2.

七、 设 n 为自然数，求 In =
∫ π

4
0 tann xdx.

解 因为 In =
∫ π

4
0 tann xdx, 故 I0 = π

4 , I1 =
∫ π

4
0 tanxdx = − lncosx|

π
4
0 = 1

2 ln2.
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In =
∫ π

4
0 tann xdx =

∫ π
4

0 tann−2 x(sec2 x−1)dx =
∫ π

4
0 tann−2 xd tanx−

∫ π
4

0 tann−2 xdx

= 1
n−1 tann−1 x

∣∣ π
4
0 − In−2 = 1

n−1 − In−2, 所以，In = 1
n−1 − In−2 (n ⩾ 2).

n = 2k,k ∈ N∗ 时，In = 1
2k−1 −

1
2k−3 + 1

2k−5 −
1

2k−7 + · · ·+(−1)k−1 1
2k−(2k−1) +

(−1)kI0

n = 2k+1,k∈N∗时，In = 1
2k −

1
2k−2 + 1

2k−4 −
1

2k−6 +· · ·+(−1)k−1 1
(2k+1)−(2k−1) +

(−1)kI1

24 定积分的元素法、定积分在几何学上的应用

(1),(2)

一、 求下列曲线所围成的图形的面积：

1. y = x2 与 x2 + y2 = 2 (两部分面积都要计算);

解 x2,x2 + y2 = 2

­4 ­2 2 4

­4

­2

2

4

x

y

0

y = x2 与 x2 + y2 = 2 围成的区域

两曲线

{
y = x2,

x2 + y2 = 2
的交点：x1 = 1,y1 = 1,x2 = −1,y2 = 1.
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所求上半部分面积：S1 =
∫ 1
−1(

√
2− x2 − x2) = π

2 + 1
3 ;

下半部分面积：S2 = π(
√

2)2 −S1 = 3π
2 − 1

3 .

2. y = lnx,y 轴与直线 y = ln2,y = ln4.

解 lnx, ln2, ln4

­4 ­2 2 4
­1

1

x

y

0

y = lnx 及其它直线围成的区域

两曲线

{
y = lnx,

y = ln2
的交点：x = 2,y = ln2;

两曲线

{
y = lnx,

y = ln4
的交点：x = 4,y = ln4.

所求面积 S = 4ln4−2ln2−
∫ 4

2 lnxdx = 2.

二、 求下列曲线所围成的图形的面积：

1. ρ = 2asinθ (a > 0);

解 ρ = 2sinθ
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­1 0 1

0.5

1.0

1.5

2.0

x

y

圆

所求面积 S =
∫ π

0
1
2(2asinθ)2dθ = 2a2 ∫ π

0 sin2 θdθ = πa2.

2. ⋆
{

x = a(t − sin t),

y = a(1− cos t),
0 ⩽ t ⩽ 2π (a > 0).

解
(

(t − sin t) (1− cos t)
)

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

x

y

摆线

所求面积 S =
∫ 2π

0 a(1− cos t)a(1− cos t)dt = a2 ∫ 2π
0 (1− cos t)2dt =

3πa2.

说明：参数方程

{
x = x(t),

y = y(t),
α ⩽ t ⩽ β , 与 x(α) = a,y(β ) = b 所

包围的面积为
∫ β

α y(t)x′(t)dt.

另解 dS = ydx,S =
∫ 2πa

0 ydx. 又 x = a(t − sin t), 则 dx = a(1−
cos t)dt. 当 x 从 0 变到 2πa, t 从 0 变到 2π, 故 S =

∫ 2π
0 a(1−
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cos t)a(1− cos t)dt = 3πa2.

三、 将抛物线 y2 = 2px (p > 0) 及 x = x0 (x0 > 0) 所围成的图形绕 x 轴

旋转，计算所得旋转体的体积.

解 V =
∫ x0

0 π(
√

2px)2dx = 2π p
∫ x0

0 xdx = π px2
0.

四、 求由曲线 y = x
3
2 ,y = 0,x = 4 所围图形绕 y 轴旋转一周所得旋转体的

体积.

解 V =
∫ b

a x f (x)dx =
∫ 4

0 x · x 3
2 dx = 256

7 .

说明：由平面图形 0 ⩽ a ⩽ x ⩽ b,0 ⩽ y ⩽ f (x) 绕 y 轴旋转所成的旋转体的

体积为 V =
∫ b

a x f (x)dx.

五、 计算底面是半径为 R的圆，而垂直于底面上一条固定直径的所有截面

都是等边三角形的立体体积.

解 如图所示，

x

y

O R

面积元素法求体积

底面圆的方程为 x2 + y2 = R2，过 x 轴上的点作垂直于 x 轴的截面

是边长为 2
√

R2 − x2 的正三角形，其高为
√

3
2 ×2

√
R2 − x2，所以截面

S(x) = 1
2 × 2

√
R2 − x2 ×

√
3
√

R2 − x2 =
√

3(R2 − x2),dV = S(x)dx. 由对

称性知，所求体积为 V =
∫ R
−R S(x)dx = 2

∫ R
0
√

3(R2 − x2)dx = 4
3

√
3R3.
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六、 记 V (ξ ) 为曲线 y =
√

x
1+x2 ,y = 0,x = 0,x = ξ 所围图形绕 x 轴旋转一周

所得旋转体的体积，求 lim
ξ→+∞

V (ξ ).

解 V (ξ )=
∫ ξ

0 π(
√

x
1+x2 )2dx =

∫ ξ
0 π x

(1+x2)2 dx = π
2
∫ ξ

0
d(1+x2)
(1+x2)2 = 1

2π ξ 2

ξ 2+1 , lim
ξ→+∞

V (ξ )=

lim
ξ→+∞

(1
2π ξ 2

ξ 2+1) = π
2 .

25 定积分在几何学上的应用 (3)、第六章习题课

一、 求曲线 y = lncosx (0 ⩽ x ⩽ a < π
2 ) 的弧长.

解 y = lncosx,y′ = − sinx
cosx ,s =

∫ a
0

√
1+(y′)2dx =

∫ a
0

1
cosxdx = ln

∣∣1+sina
cosa

∣∣ .
二、 在摆线

{
x = a(t − sin t),

y = a(1− cos t),
t ∈ [0,2π] (a > 0) 上求分摆线第一拱成

3: 1 的点的坐标.

解 t0 ∈ [0,2π]时 ,s(t0)=
∫ t0

0

√
x′2(t)+ y′2 (t)dt =

∫ t0
0

√
(a−acos t)2 +(asin t)2dt

= a
∫ t0

0

√
2(1− cos t)dt = 2a

∫ t0
0

∣∣sin t
2

∣∣dt = 4a(1− cos t0
2 ).

t0 = 2π 时，,s(2π) = 4a(1−cos t0
2 )|t0=2π = 8a.设点 P(x0,y0)分摆线第一拱成

3: 1,对应的参数为 t0，则 4a(1−cos t0
2 ) = 6a,得 cos t0

2 =−1
2，t0 = 4π

3 ,故

x0 = a(4π
3 −sin 4π

3 )= a
(

4π
3 +

√
3

2

)
,y0 = a(1−cos 4π

3 )= 3
2a,P(a

(
4π
3 +

√
3

2

)
, 3

2a).

三、 设曲线 y =
∫ x

0
√

sin tdt,x ∈ [0,π]，求曲线之长.

解 y =
∫ x

0
√

sin tdt,y′ =
√

sinx,s =
∫ π

0

√
1+(y′)2dx =

∫ π
0
√

1+ sinxdx =
∫ π

0 (sin x
2 +

cos x
2)dx = 4.

四、 求 y = 1
x 与直线 y = x 及 x = 3 所围图形的面积.

解 1
x ,x,(3,4,3,−1)
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­4 ­2 2 4

­4

­2

2

4

6

x

y

0

y = 1
x 及其它直线围成的区域

y = 1
x 与 y = x 的交点为 P(1,1),x = 3 与 y = x 的交点为 Q(3,3), 故所求面

积为 S =
∫ 3

1 (x− 1
x )dx = 4− ln3.

五、 求双纽线 ρ2 = a2 cos2φ (a > 0) 所围图形的面积.

解 双纽线 ρ2 = 2cos2φ 在 [−π
4 , π

4 ] 及 [3π
4 , 5π

4 ] 的图形：

­2 ­1 1 2­0.5

0.5

x

y

双纽线

S = 4× 1
2
∫ π

4
0 ρ2dφ = 2a2 ∫ π

4
0 cos2φdφ = a2.

六、 求 y = sinx,y = 0 (0 ⩽ x ⩽ π) 所围图形分别绕 x 轴、y 轴旋转所得旋

转体的体积.

解 sinx,1
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0 1 2 3
0.0

0.5

1.0

x

y

y = sinx 绕 x 轴或 y 轴旋转

绕 x 轴旋转所得旋转体的体积 Vx =
∫ π

0 π sin2 xdx = π2

2 ;

绕 y 轴旋转所得旋转体的体积 Vy = 2π
∫ π

0 xsinxdx = 2π2.

或 Vy =
∫ 1

0 π(π
2 + arccosy)2dy−

∫ 1
0 π arcsin2 ydy

= 1
4π
(
8π +π2 −8

)
− 1

4π
(
π2 −8

)
= 2π2.

说明：由平面图形 0 ⩽ a ⩽ x ⩽ b,0 ⩽ y ⩽ f (x) 绕 y 轴旋转所成的旋转体的

体积为 V =
∫ b

a x f (x)dx.

26 向量及其基本运算 (1),(2),(3),(4)

一、 设 −→u = 2−→a −
−→
b +−→c ,−→v =−→a +2

−→
b +−→c，试用 −→a ,

−→
b ,−→c 表示 2−→u −4−→v .

解 2−→u −4−→v = 2(2−→a −
−→
b +−→c )−4(−→a +2

−→
b +−→c ) = −10

−→
b −2−→c .

二、 −→a ,
−→
b ,−→c 为三个模为 1 的单位向量，且有 −→a +

−→
b +−→c = 0 成立，证

明：−→a ,
−→
b ,−→c 可构成一个等边三角形.

解 因为 |−→a |=
∣∣∣−→b ∣∣∣= |−→c |= 1,故 −→a 2 =

−→
b 2 =−→c 2 = 1.又 −→a +

−→
b +−→c =

−→
0 ,

故 −→c = −(−→a +
−→
b ). 于是 −→c 2 = (−→a +

−→
b )2 = −→a 2 +2−→a ·

−→
b +

−→
b 2 = 2+

2−→a ·
−→
b ,即 −→a ·

−→
b =−1

2 ,同理可得
−→
b ·−→c =−→c ·−→a =−1

2 ,于是用有向线

段分别表示向量 −→a ,
−→
b ,−→c，这些有向线段首未尾相连时形成三角形，

且是一个等边三角形.
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三、 将 △ABC 的 BC 边四等分，设分点依次为 D1,D2,D3，再将各分点与

点 A 连接，试以
−→
AB = −→c ,

−→
BC = −→a 表示向量 −−→

D1A,
−−→
D2A 和

−−→
D3A.

解
−−→
D1A = −(

−→
AB + 1

4
−→
BC_ = −(−→c + 1

4
−→a ),

−−→
D2A = −(

−→
AB + 1

2
−→
BC) = −(−→c +

1
2
−→a ),

−−→
D3A = −(

−→
AB+ 3

4
−→
BC) = −(−→c + 3

4
−→a ).

四、 已知两点 M1(1,2,3),M2(1,−2,−1)，试用坐标表达式表示向量
−−−→
M1M2

及 −3
−−−→
M1M2.

解
−−−→
M1M2 = (1,−2,−1)−(1,2,3) = (0,−4,−4),−3

−−−→
M1M2 =−3(0,−4,−4) =

(0,12,12).

五、 在空间直角坐标系中，指出下列各点在哪个卦限？并画出前两个：A(1,1,1),B(2,−1,1),

C(−2,−3,−4),D(−3,4,−5).

解 A(1,1,1),B(2,−1,1),C(−2,−3,−4),D(−3,4,−5)的卦限分别为 I,IV,VII,VI.A
点、B 点所在有卦限分别在红色、绿色区域.

x

y

z

O
B A

点所在的卦限

六、 指出下列各点的位置，观察其所具有的特征，并总结出一般规律：A(3,4,0),B(4,0,3),

C(−1,0,0),D(0,8,0).
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解 在坐标平面上，点的坐标分量有一个为零；在坐标轴上，点的坐标分

量有两个为零.

七、 求点 (x,y,z) 关于：(1) 各坐标面；(2) 各坐标轴；(3) 坐标原点的对称

点的坐标.

解 (1) 各坐标面：关于 xOy 平面，(x,y,−z). 关于 yOz 平面，(−x,y,z). 关

于 zOx 平面，(x,−y,z).

(2) 各坐标轴：关于 x 轴，(x,−y,−z). 关于 y 轴，(−x,y,−z). 关于 z 轴，

(−x,−y,z).

(3) 坐标原点 O 的对称点的坐标:(−x,−y,−z).

27 向量及其线性运算 (5)、数量积与向量积

一、 试证明以三点 A(10,−1,6),B(4,1,9),C(2,4,3) 为顶点的三角形是等腰

直角三角形.

解
−→
AB =(4,1,9)−(10,−1,6)= (−6,2,3),

−→
AC =(2,4,3)−(10,−1,6)= (−8,5,−3),

−→
BC =

(2,4,3)− (4,1,9) = (−2,3,−6).
−→
AB2 = 49,

−→
AC2 = 98,

−→
BC2 = 49, 故

−→
AB2 +

−→
BC2 =

−→
AC2 且 ∥−→AB∥ = ∥−→BC∥，即 △ABC 是等

腰直角三角形.

二、 设已知两点 M1(5,
√

2,2)和 M2(4,0,3)，计算向量
−−−→
M1M2 的模、方向余

弦和方向角，并求与
−−−→
M1M2 方向一致的单位向量.

解
−−−→
M1M2 = (4,0,3)− (5,

√
2,2) = (−1,−

√
2,1),∥−−−→M1M2∥ = ∥(−1,−

√
2,1)∥

= 2, 方向余弦：cosα = −1
2 = −1

2 ,cosβ = −
√

2
2 = −

√
2

2 ,cosγ = 1
2 , 方向角：

α = 2π
3 ,β = 3π

4 ,γ = π
3 . 与

−−−→
M1M2 方向一致的单位向量

−→e =
−−−→
M1M2

∥−−−→M1M2∥
=

(−1
2 ,−

√
2

2 , 1
2).
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三、 设 −→m = 2
−→
i +3

−→
j +4

−→
k ,−→n = 4

−→
i −−→

j +2
−→
k 及 −→p = −−→

i +2
−→
j +3

−→
k ,

求 −→a = 2−→m +3−→n −2−→p 在 x 轴上的投影及在 z 轴上的分向量.

解 −→a = 2−→m +3−→n −2−→p = 2(2
−→
i +3

−→
j +4

−→
k )+3(4

−→
i −−→

j +2
−→
k )−2(−−→

i +

2
−→
j +3

−→
k ) = (4+12+2)

−→
i +(6−3−4)

−→
j +(8+6−6)

−→
k

= 18
−→
i −1

−→
j +8

−→
k .−→a 在 x轴上的投影为 18，在 z轴上的分向量为 8

−→
k .

四、 已知 −→a ,
−→
b ,−→c 为三个模为 1 的单位向量，且 −→a +

−→
b +−→c =

−→
0，求

−→a ·
−→
b +

−→
b ·−→c +−→c ·−→a 的值.

解 因为 −→a ,
−→
b ,−→c 为三个模为 1 的单位向量，故 −→a 2 =

−→
b 2 = −→c 2 = 1.

又 −→a +
−→
b +−→c =

−→
0，故

−→
b = −(−→a +−→c ),−→a ·

−→
b +

−→
b · −→c +−→c · −→a =

(−→a +−→c ) ·
−→
b +−→c ·−→a = −(−→a +−→c )2 +−→c ·−→a

= −−→a − 2−→a · −→c −−→c +−→c · −→a = −2−−→c · −→a , 同理可得，−→a ·
−→
b +

−→
b · −→c +

−→c ·−→a =−2−−→a ·
−→
b ,−→a ·

−→
b +

−→
b ·−→c +−→c ·−→a =−2−

−→
b ·−→c ,于是，3(−→a ·

−→
b +

−→
b ·−→c +−→c ·−→a ) = (−2−−→c ·−→a )+(−2−−→a ·

−→
b )+(−2−

−→
b ·−→c ),从

而 −→a ·
−→
b +

−→
b ·−→c +−→c ·−→a = −3

2 .

五、 已知 −→a = 2
−→
i +3

−→
j +

−→
k ,

−→
b =

−→
i −−→

j −
−→
k 和 −→c =

−→
i +

−→
j , 计算：

1. (−→a ·
−→
b )−→c − (−→a ·−→c )

−→
b ;

解 (−→a ·
−→
b )−→c −(−→a ·−→c ) = (2×1+3×(−1)+1×(−1))(

−→
i +

−→
j )−

(2×1+3×1+1×0)(
−→
i −−→

j −
−→
k )

= 2(
−→
i +

−→
j )−5(

−→
i −−→

j −
−→
k ) = −3

−→
i +7

−→
j +7

−→
k .

2. (−→a +
−→
b )× (

−→
b +−→c );

解 (−→a +
−→
b )×(

−→
b +−→c ) = (2

−→
i +3

−→
j +

−→
k +

−→
i −−→

j −
−→
k )×(

−→
i −

−→
j −

−→
k +

−→
i +

−→
j )

= (3
−→
i +2

−→
j )×(2

−→
i −

−→
k )=

∣∣∣∣∣ 2 0

0 −1

∣∣∣∣∣−→i +

∣∣∣∣∣ 0 3

−1 2

∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣ 3 2

2 0

∣∣∣∣∣−→k =

−2
−→
i +3

−→
j −4

−→
k .
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3. (−→a ×
−→
b ) ·−→c .

解 (−→a ×
−→
b ) ·−→c = (

∣∣∣∣∣ 3 1

−1 −1

∣∣∣∣∣−→i +

∣∣∣∣∣ 1 2

−1 1

∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣ 2 3

1 −1

∣∣∣∣∣−→k ) ·

−→c = (−2
−→
i +3

−→
j −5

−→
k ) · (−→i +

−→
j )

= (−2)×1+3×1+(−5)×0 = 1.

六、 设 −→a = (2− 1,3),
−→
b = (−1,2,−1), 问 λ 和 µ 满足何关系时，可使

λ−→a + µ
−→
b 与 z 轴垂直？

解 λ−→a +µ
−→
b = λ (2−1,3)+µ(−1,2,−1)= (2λ −µ,−λ +2µ,3λ −µ),

−→
k =

(0,0,1),(
λ−→a + µ

−→
b
)
·
−→
k = 3λ −µ = 0 时，即 µ = 3λ 时，λ−→a + µ

−→
b 与 z 轴垂直.

七、 已知
−→
OA = (1,2,3),

−→
OB = (2,−1,1), 求 △AOB 的面积.

解 因为
−→
OA =(1,2,3),

−→
OB =(2,−1,1),故 ∥−→OA∥= ∥(1,2,3)∥=

√
14,∥−→OB∥=

∥(2,−1,1)∥ =
√

6,

−→
OA·−→OB =(1,2,3)·(2,−1,1)= 3,S△AOB = 1

2∥
−→
OA×−→

OB∥= 1
2∥(1,2,3)×(2,−1,1)∥=

5
√

3
2

(或 cos∠AOB = cos
⟨−→

OA,
−→
OB
⟩

=
−→
OA·−→OB

∥−→OA∥∥−→OB∥
= 3√

14
√

6
=

√
21

14 ,sin∠AOB =
√

1− (
√

21
14 )2 =

5
√

7
14 ,于是，S△AOB = 1

2∥
−→
OA∥∥−→OB∥sin∠AOB = 1

2

√
14×

√
6× 5

√
7

14 = 5
√

3
2 .)

28 曲面及其方程

一、 设动点 P 与两定点 A(1,2,3),B(3,0,7) 等距离，求动点 P 的轨迹方程.

解 设 P(x,y,z), 则 |PA| = |PB| , 从而 |PA|2 −|PB|2 = 0 即动点 P 的轨迹方

程为 (x−1)2 +(y−2)2 +(z−3)2 − ((x−3)2 + y2 +(z−7)2) = 0, 即

4x−4y+8z−44 = 0, 即 x− y+2z−11 = 0.
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二、 方程 x2 + y2 + z2 −2x+4y−6z = 0 表示什么曲面？

解 x2 + y2 + z2 −2x+4y−6z = 0, 即 (x−1)2 +(y+2)2 +(z−3)2 = (
√

14)2

是球面.

(x−1)2 +(y+2)2 +(z−3)2 = (
√

14)2

0

y ­5

­5­4

0
­2 0z

5

x2

5 4

球

三、 将 xOz 平面上的双曲线 4x2 − 9z2 = 36 分别绕 x 轴及 z 轴旋转一周，

求所生成的旋转曲面方程.

解 4x2 −9z2 = 36 绕 x 轴旋转所生成的曲面方程为 4x2 −9(y2 + z2) = 36,

即 x2

9 − y2

4 − z2

4 = 1
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­4y
4

2
­2

­4

z­2

4

2

2

­2

x

0
00

­4
4

4x2 −9z2 = 36 绕 x 轴旋转形成的曲面

4x2 − 9z2 = 36 绕 z 轴旋转所生成的曲面方程为 4(x2 + y2)− 9z2 = 36, 即
x2

9 + y2

9 − z2

4 = 1

4

2

­4

x
­4

y
00

­2

0
224

­2z
4

­2 ­4

4x2 −9z2 = 36 绕 z 轴旋转形成的曲面

四、 指出下列方程在平面解析几何和空间解析几何中分别表示什么图形？

1. y = 2x+4;
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解 平面解析几何中为直线：y = 2x+4

­4 ­2 2 4

­6
­4
­2

2
4
6
8

10
12
14

x

y

直线

立体解析几何中为平面：y = 2x+4

44

z

2 2
0 0

0­2

xy

­2
­4 ­4

10

平面

2. 3x2 −2y2 = 6.

解 平面解析几何中为双曲线：3x2 −2y2 = 6
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­4 ­2 2 4

­4

­2

2

4

x

y

0

双曲线

立体解析几何中为双曲柱面：3x2 −2y2 = 6

­4

­4

­4

­2
­2­2 0

2
4

2
4x

00
z

y 2
4

双曲柱面

五、 说明下列旋转曲面是怎样形成的？

1. x2 +2y2 +2z2 = 6;

解 平面 xOy 上椭圆 x2 + 2y2 = 6 绕 x 轴旋转而成：x2 + 2y2 +

2z2 = 6
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­4

­4

y

­4

­2

­2 ­20z
00

2
4

22 x
44

椭球面

2. (z+a)2 = x2 + y2.

解 平面 xOz 上曲线 (z + a)2 = x2 绕 z 轴旋转而成：(z + a)2 =

x2 + y2

(z+1)2 = x2 + y2

­4 ­2­4
0­2

z

­4x y
­2

0 2 4024
2

4

(z+a)2 = x2 绕 z 轴旋转所成的曲面
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六、 指出下列方程所表示的曲面：

1. x2 +2y2 − z2 = 2;

解 单页双曲面：x2 +2y2 − z2 = 2

­2
­4y

0 0
2

4
x

0z­2

2
4

­2
­4­4 2

4

单页双曲面

2. x2 − y2 −3z2 = 3;

解 双页双曲面：x2 − y2 −3z2 = 3

0 0

xy

0
­4

­4
­2

­2­2
­4

2

4
2

4

z

4
2

双页双曲面
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3. x2

3 + y2

4 = z
5 .

解 椭圆抛物面： x2

3 + y2

4 = z
5

0

­4
­2

4
2 ­4

­2

0

44

22
­2
­4 x

z

y
0

椭圆抛物面

29 空间曲线及其方程、平面及其方程 (1)

一、 填空题

1. 曲面 x2+y2− z2

9 = 0与平面 z = 3的交线圆的方程是 ，

其圆心坐标是 ，圆的半径为 .

解 (1)交线圆的方程：
{

x2 + y2 = 1,

z = 3.
(2)圆心坐标是 (0,0,3).(3)

半径为 1.

2. 曲线
{

x2 + y2 = 1,

x2 +(y−1)2 +(z−1)2 = 1
在 yOz面上的投影曲线为 .

解 由 x2 +y2 = 1得 x2 = 1−y2，代入 x2 +(y−1)2 +(z−1)2 = 1，

有 2−2y+(z−1)2 = 1. 在 yOz 面上的投影，有 x = 0, 从而投影
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曲线为

{
2y− (z−1)2 = 1,

x = 0.

3. 螺旋线 x = acosθ ,y = asinθ ,z = bθ (a > 0,b > 0) 在 yOz 面上

的投影曲线为 .

解 在 yOz面上的投影，有 x = 0,从而投影曲线为

{
y = asin z

b ,

x = 0.

4. 上半锥面 z =
√

x2 + y2 (0 ⩽ z ⩽ 1)在 xOy面上的投影为 ，

在 xOz面上的投影为 ，在 yOz面上的投影为 .

解 (1)
{

x2 + y2 ⩽ 1,

z = 0.
(2) 由 z =

√
x2 + y2,y2 = z2 − x2 ⩾ 0, 故{

|x| ⩽ |z| ⩽ 1,

y = 0.

(3)
{

|y| ⩽ |z| ⩽ 1,

x = 0.

二、 选择题

1. 方程
{

x2

4 + y2

9 = 1,

y = z
在空间解析几何中表示（）.

(A) 椭圆柱面 (B) 椭圆曲线

(C) 两个平行平面 (D) 两条平行直线解 椭圆柱面
x2

4 + y2

9 = 1 平面 y = z 相截得椭圆曲线，选 (B).

2. 参数方程


x = acosθ ,

y = asinθ ,

z = bθ
(a > 0,b > 0) 的一般方程是（）

(A) x2 + y2 = a2 (B) x = acos z
b

(C) y = asin z
b (D)

{
x = acos z

b ,

y = bsin z
b .



29 空间曲线及其方程、平面及其方程 (1) 78

解


x = acosθ ,

y = asinθ ,

z = bθ ,

消去 θ , 得 (D).

3. 平面 x−2z = 0 的位置是（）

(A) 平行 xOz 坐标面 (B) 平行 Oy 轴

(C) 垂直于 Oy 轴 (D) 通过 Oy 轴解 y 可取任何值，

故通过 Oy 轴，选 (D).

4. 下列平面中通过坐标原点的平面是（）

(A) x = 1 (B) x+2y+3z+4 = 0

(C) 3(x−1)− y+(z+3) = 0 (D) x+ y+ z = 1

解 (0,0,0) 满足 3(x−1)− y+(z+3) = 0, 选 (C).

三、 化曲线

{
x2 + y2 + z2 = 9,

y = x
为参数方程.

解 由 y = x 及 x2 + y2 + z2 = 9 得 2x2 + z2 = 9. 令 x = 3√
2

cosθ ,z = 3sinθ ,

从而 y = 3√
2

cosθ，即参数方程为


x = 3

√
2

2 cosθ ,

y = 3
√

2
2 cosθ ,

z = 3sinθ ,

θ 为参数.

四、 画出下列曲线在第一卦限内的图形：

1.
{

x = 1,

y = 2;

解 O
y

x

z

1

2 x = 1,y = 2
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­4
­2

4
2

­4 0­2z

y
0­2

­4
4

2
0

x
42

两平面相交于一直线

2.
{

x2 + y2 = a2,

x2 + z2 = a2
(a > 0).

解 O a y
x

z

x2 + y2 = 2,x2 + z2 = 2

y

­4 ­2z 0

­4
­2

2

4

00
2

4

­4
­2

x
2 4

两圆柱相交形成的立体

五、 求通过三点 A(1,1,1),B(−2,−2,2) 和 C(1,−1,2) 的平面方程.

解 因为
−→
AB =(−2,−2,2)−(1,1,1)= (−3,−3,1),

−→
AC =(1,−1,2)−(1,1,1)=

(0,−2,1), 故平面 ABC 的法向量为 −→n =
−→
AB×−→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−3 −3 1

0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣=
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−−→
i + 3

−→
j + 6

−→
k = (−1,3,6). 平面 ABC 的方程：(−1)(x− 1) + 3(y−

1)+6(z−1) = 0, 即 x−3y−6z+8 = 0.

30 平面及其方程 (2),(3)、空间直线及其方程

一、 填空题

1. 过点 P(4,−1,3)且平行于直线 x−2
3 = 2y = z−1

5 的直线方程为 .
解 直线 x−2

3 = 2y = z−1
5 的方向向量为 (3, 1

2 ,5),故所求直线方程

为 x−4
3 = y+1

1
2

= z−3
5 .

2. 过点 P(2,0,−3) 且与直线

{
x−2y+7z = 7,

3x+5y−2z = −1
垂直的平面方程

为 .

解

{
x−2y+7z = 7,

3x+5y−2z = −1
的方向向量为

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 −2 7

3 5 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣=−31
−→
i +

23
−→
j + 11

−→
k , 故所求直线方程为 −31(x− 2) + 23(y− 0) + 11(z +

3) = 0, 即 31x−23y−11z−95 = 0.

3. 过点 P(0,2,4) 且与两平面 x+2z = 1 和 y−3z = 2 平行的直线方

程是 .

解 两平面 x+2z = 1和 y−3z = 2的交线的方向向量

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 0 2

0 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣=
−2

−→
i +3

−→
j +

−→
k , 故所求直线方程为 x

−2 = y−2
3 = z−4

1 .

4. 当 m = 时，直线 x−1
4 = y+2

3 = z
1 与平面 mx+3y−5z+1 = 0

平行.
解 (4,3,1) · (m,3,−5) = 4m+4 = 0,m = −1.

二、 选择题
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1. 下面直线中平行于 xOy 坐标面的是（）

(A) x−1
1 = y+2

3 = z+3
2 (B) x+1

0 = y−2
0 = z

1

(C)
{

4x− y−4 = 0,

x− z−4 = 0.
(D)


x = 1+2t,

y = 3t,

z = 4.

解 直线中平行于 xOy 坐标面即垂直于 z 轴，


x = 1+2t,

y = 3t,

z = 4

化

简为

{
x = 1+ 2

3y,

z = 4.
此直线在平面 z = 4上，与 z轴垂直，选 (D).

2. 直线 L : x+3
−2 = y+4

−7 = z
3 与平面 Π : 4x−2y−2z = 3 的关系是（）

(A)平行 (B)垂直相交 (C) L在 Π上 (D)相交但不垂直解
直线 L : x+3

−2 = y+4
−7 = z

3 的方向向量为 (−2,−7,3), 平面 Π : 4x−
2y−2z = 3的法向量为 (4,−2,−2),(−2,−7,3) ·(4,−2,−2) = 0,选

(A).

3. 设直线 L1 : x−1
1 = 5−y

2 = z+8
1 与直线 L2 :

{
x− y = 6,

2y+ z = 3,
则 L1 与

L2 的夹角的正弦值为（）

(A) π
6 (B) π

4 (C) π
3 (D) π

2

解 直线 L1 : x−1
1 = 5−y

−2 = z+8
1 的方向向量为 −→n1 = (1,−2,1), 直

线 L2 :

{
x− y = 6,

2y+ z = 3
的方向向量为

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 −1 0

0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣= −−→
i −−→

j +

2
−→
k , 即 −→n2 = (−1,−1,2). 故 L1 与 L2 的夹角为 α, 则 cosα =
−→n1·−→n2

∥−→n1∥∥−→n2∥
= (1,−2,1)·(−1,−1,2)

∥(1,−2,1)∥∥(−1,−1,2)∥ = 1
2 ,sinα =

√
1− (−1

2)2 =
√

2
2 .选 (B).

4. 两平行线 x = t + 1,y = 2t + 1,z = t 与 x−2
1 = y+1

2 = z−1
1 之间的距

离是（）

(A) 1 (B) 2 (C) 2
3 (D) 4

√
3

3
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解 两平行线 x = t + 1,y = 2t + 1,z = t 与 x−2
1 = y+1

2 = z−1
1 的

公垂线方向向量 (t + 1− 2,2t + 1− 1, t + 1) 与 (1,2,4) 垂直，故

(t−1,2t, t +1) ·(1,2,4) = 9t +3 = 0,即 t =−1
3 ,于是所求的距离为

P(−1
3 +1,2×(−1

3)+1,−1
3)与 Q(2,−1,1)的距离.−→PQ =(2,−1,1)−

(−1
3 +1,2×(−1

3)+1,−1
3) = (4

3 ,−4
3 , 4

3),∥−→PQ∥= ∥(4
3 ,−4

3 , 4
3)∥= 4

√
3

3 .

选 (D).

三、 设直线 L 通过 P(1,1,1)，且与 L1 : 6x = 3y = 2z 相交，又与 L2 : x−1
2 =

y−2
1 = z−3

4 垂直，求直线 L 的方程.

解 过 P(1,1,1) 又与 L2 : x−1
2 = y−2

1 = z−3
4 垂直的平面 Π 的方程为 2(x−

1) + (y − 1) + 4(z − 1) = 0, 即 2x + y + 4z − 7 = 0.L1 的参数方程为
x = 1

6t,

y = 1
3t,

z = 1
2t,

代入平面的方程，得到 2× 1
6t + 1

3t +4× 1
2t−7 = 0, t = 21

8 ,则

L1与 Π的交点为 ( 7
16 , 7

8 , 21
16),故 L的方向向量为 ( 7

16 −1, 7
8 −1, 21

16 −1) =

(− 9
16 ,−1

8 , 5
16), 直线 L 的方程为 x−1

9 = y−1
2 = z−1

−5 .

四、 求通过 z 轴，且与平面 2x+ y−
√

5z−7 = 0 的夹角为 π
3 的平面方程.

解 设过轴的平面方程为 Ax + By = 0, 法向量为 (A,B,0), 平面 2x + y−
√

5z−7 = 0.法向量为 (2,1,−
√

5).故 cos π
3 = (A,B,0)·(2,1,−

√
5)

∥(A,B,0)∥∥(2,1,−
√

5)∥ =
√

10(2A+B)
10

√
A2+B2 ,

解得 A = 1
3B 或 A = −3B, 故所求的平面方程为 x+3y = 0 或 3x− y = 0.

五、 求通过点 P(2,0,−1)，且又通过直线 x+1
2 = y

−1 = z−2
3 的平面方程.

解 令所求平面 Π 的法向量为 −→n = (A,B,C), 又直线 x+1
2 = y

−1 = z−2
3 的方

向向量为−→s = (2,−1,3).则−→n ·−→s = (A,B,C) ·(2,−1,3) = 2A−B+3C =

0. 由于 P(2,0,−1) 及直线 x+1
2 = y

−1 = z−2
3 上的点 Q(−1,0,2) 在平面

Π 上，则 −→n ·−→PQ = (A,B,C) · ((−1,0,2)− (2,0,−1)) = 3C−3A = 0. 解

出 A = C,B = 5C, 于是平面 Π 方程为 x+5y+ z−1 = 0.
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另解 由于 P(2,0,−1) 及直线 x+1
2 = y

−1 = z−2
3 上的点 Q(−1,0,2) 在所求

平面 Π 上，故
−→
PQ = (−1,0,2)− (2,0,−1) = (−3,0,3) 及直线 x+1

2 =
y
−1 = z−2

3 的方向向量为
−→s = (2,−1,3) 均是平面 Π 内的向量，从而法

向量为
−→
PQ×−→s =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−3 0 3

2 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣= 3
−→
i +15

−→
j +3

−→
k = 3(1,5,1),于是

平面 Π 方程为 x+5y+ z−1 = 0.

六、 设直线 L : x
−1 = y−1

1 = z−1
2 与平面 Π : 2x + y− z−3 = 0.(1) 求证 L 与

Π 相交；求的交点坐标；(2) 求 L 与 Π 的交角；(3) 求过 L 与 Π 交点
且与 L 垂直的平面方程；(4) 求过 L 且与 Π 垂直的平面方程；(5) 求
L 在 Π 上的投影直线方程.

解 (1) 直线 L : x
−1 = y−1

1 = z−1
2 的参数方程为


x = −t,

y = t +1,

z = 2t +1,

代入平面

Π : 2x+ y− z−3 = 0, 得 2(−t)+(t +1)− (2t +1)−3 = 0, t = −1, 故交

点为 P(1,0,−1).

(2)直线 L的方向向量为 (−1,1,2),故 L与Π的夹角为 φ,sinφ = |2×(−1)+1−2|
∥(−1,1,2)∥∥(2,1,−1)∥ =

1
2 ,φ = π

6 .

(3) 过 P(1,0,−1) 且与 Π 垂直的平面方程为 2(x−1)+ y+(−1)(z+1) = 0,

即 2x+ y− z−3 = 0.

(4)所求平面方程的法向量为 −→n = (−1,1,2)×(2,1,−1) = (−3,3,−3),故平

面方程为 −3x+3(y−1)−3(z−1) = 0,x− y+ z = 0.

(5) 直线 L : x
−1 = y−1

1 = z−1
2 是如下两平面的交线： x

−1 = y−1
1 , x

−1 = z−1
2 ,

即 x + y− 1 = 0,2x + z− 1 = 0. 通过该直线的平面束方程为 (x + y−
1)+ λ (2x + z− 1) = 0, 即 (2λ + 1)x + y + λ z−λ − 1 = 0. 当平面束方

程中的某个平面的法向量与 π 的法向量垂直时，其交线即为所求.
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由 (2λ + 1,1,λ ) · (2,1,−1) = 3λ + 3 = 0, 得 λ = −1, 此平面方程为

−x+ y− z−2 = 0, 于是所求直线方程为

{
2x+ y− z−3 = 0,

x− y+ z+2 = 0.

31 第七章习题课

一、 选择题

1. 若直线 x−1
1 = y+1

2 = z−1
λ 和直线 x+1

1 = y−1
1 = z 相交，则 λ 等于

（ ）

(A) 1 (B) 3
2 (C) −5

4 (D) 5
4

解 x+1
1 = y−1

1 = z 的参数方程为


x = t −1,

y = t +1,

z = t,

代入直线方程

x−1
1 = y−1

2 = z−1
λ , 得 t−2

1 = t+2
2 = t−1

λ , 解得 t = 6,λ = 5
4 . 选 (D).

2. 母线平行于 x 轴且通过曲线

{
2x2 + y2 + z2 = 16,

x2 − y2 + z2 = 0
的柱面方程

是（）

(A) x2 +2y = 16 (B) 3y2 − z2 = 16

(C) 3x2 +2z2 = 16 (D) −y2 +3z2 = 16

解

{
2x2 + y2 + z2 = 16,

x2 − y2 + z2 = 0
消去 x 得，3y2 − z2 = 16, 选 (B).

3. 曲线
{

(x−1)2 + y2 +(z+1)2 = 4,

z = 0
的参数方程是（）

(A)


x = 1+

√
3cosθ ,

y =
√

3sinθ ,

z = 0.

(B)


x = 1+2cosθ ,

y = 2sinθ ,

z = 0.
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(C)


x =

√
3cosθ ,

y =
√

3sinθ ,

z = 0.

(D)


x = 2cosθ ,

y = 2sinθ ,

z = 0.

解 将 z = 0 代入 (x−1)2 +y2 +(z+1)2 = 4, 得 (x−1)2 +y2 = 3,

令 x−1 =
√

3cosθ , 则 y =
√

3sinθ , 从而选 (A).

二、 填空题

1. 已知 −→a 与
−→
b 垂直，且 ∥−→a ∥ = 5,∥

−→
b ∥ = 12，则 ∥−→a +

−→
b ∥ =

,

∥−→a −
−→
b ∥ = .

解 ∥−→a +
−→
b ∥2 = (−→a +

−→
b )2 = −→a 2 + 2a · b +

−→
b 2 = 25 + 0 + 144 =

169,∥−→a +
−→
b ∥ = 13;

∥−→a −
−→
b ∥2 =(−→a −

−→
b )2 =−→a 2−2a ·b+

−→
b 2 = 25−0+144 = 169,∥−→a +

−→
b ∥ = 13.

2. 设某向量与 Ox 轴和 Oy 轴成等角，而与 Oz 轴组成的角是它们

的两倍，那么这个向量的方向角 α ,β ,γ .

解 由题意知，某向量与 Ox 轴和 Oy 轴成等角为 α = β，与 Oz

轴组成的角 γ = 2α (0 < α < π
2 ), 因为 cos2 α + cos2 β + cos2 γ =

1, 于是 2cos2 α + cos2 2α = 1,4cos2 α = 1,cosα =
√

2
2 ,α = π

4 ,β =
π
4 ,γ = π

2 .

3. 已知从原点到某平面所作的垂线的垂足为点 (−2,−2,1)，则该平

面方程为 .

解 平面的法向量为 −→n = (−2,−2,1), 平面方程为 −2(x + 2)−
2(y+2)+ z−1 = 0, 即 2x+2y− z+9 = 0.

三、 证明：−→a (
−→
b ·−→c )−

−→
b (−→c ·−→a ) 与 −→c 垂直.

解 (−→a (
−→
b ·−→c )−

−→
b (−→c ·−→a )) ·−→c = (−→a ·−→c )(

−→
b ·−→c )− (

−→
b ·−→c )(−→c ·−→a ) = 0.
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四、 求原点关于平面 6x+2y−9z+121 = 0 的对称点.

解 求原点与平面 6x+2y−9z+121 = 0垂直的直线方程为 x
6 = y

2 = z
−9 ,参

数方程为


x = 6t,

y = 2t,

z = −9t,

与平面 6x+2y−9z+121 = 0的交点：由 6(6t)+

2(2t)−9(−9t)+121 = 0,121t +121 = 0,得 t =−1,交点为 P(−6,−2,9),

从而 P关于该平面的对称点坐标为 x = 2×(−6) =−12,y = 2×(−2) =

−4,z = 2×9 = 18, 即所求对称点为 O
′
(−12,−4,18).

五、 求过点 (−1,2,3) 垂直于直线 x
4 = y

5 = z
6 且平行于平面 7x + 8y + 9z +

10 = 0 的直线方程.

解 所求直线的方向向量−→n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

4 5 6

7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣=−3
−→
i +6

−→
j −3

−→
k =(−3,6,−3)=

−3(1,−2,1), 方程为 x+1
1 = x−2

−2 = z−3
1 .

六、 求过原点且与直线

{
x+2y+3z+4 = 0,

2x+3y+4z+5 = 0
垂直相交的直线方程.

解 直线 L :

{
x+2y+3z+4 = 0,

2x+3y+4z+5 = 0
的方向向量为 −→n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 2 3

2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−−→

i +2
−→
j −

−→
k = (−1,2,−1),设 L上的一点 P(m,n, p),使 OP垂直直线

L, 故所求直线的方向向量为 −→s = (m,n, p), 直线方程为 x
m = y

n = z
p , 则

−→n ·−→s =(−1,2,−1)·(m,n, p)= 2n−m− p = 0.又

{
m+2n+3p+4 = 0,

2m+3n+4p+5 = 0.

于是 m = 2
3 ,n = −1

3 , p = −4
3 , 所求直线方程为 x

−2 = y
1 = z

4 .

七、 ⋆讨论两直线 L1 :

{
2x−3y+ z = 0,

x+2y+4z+7 = 0
与 L2 :

{
3x−2y+3z+5 = 0,

x−3y−2z−3 = 0
的位置关系.
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解 直线 L1 的方向向量为
−→n1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

2 −3 1

1 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −14
−→
i + 7

−→
k − 7

−→
j =

(−14,7,−7), 过点 P(−3,−2,0), 故参数方程为


x = −14t −3,

y = 7t −2,

z = −7t.

过 L2 的平面束方程为 (3x−2y+3z+5) + λ (x−3y−2z−3) = 0, 即 (3 +

λ )x+(−2−3λ )y+(3−2λ )z−3λ +5 = 0. 当直线 L1 与此平面束中的

平面相交时，有 (3+λ )(−14t −3)+(−2−3λ )(7t−2)+(3−2λ )(−7t)−
3λ +5 =−7t (3λ +11)= 0, t = 0,此时交点为 P(−3,−2,0),于是 P(−3,−2,0)

是 L1 与 L2 的交点，即 L1 与 L2 相交.

另解 因为

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 1 0

1 2 4 7

3 −2 3 5

1 −3 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,故


2x−3y+ z = 0

x+2y+4z+7u = 0

3x−2y+3z+5u = 0

x−3y−2z−3u = 0

有非零

解 (x,y,z,1),

即 L1 与 L2 相交.

32 期末模拟卷

一、 填空题

1. (3 分) d2

dx2 [ln(sinex)] = .

解 因为 d
dx [ln(sinex)] = 1

sinex cosex · ex = ex cotex, d2

dx2 [ln(sinex)] =

ex cotex + ex(−sec2 ex · ex)

= ex cotex − e2x sec2 ex.

2. (3 分) 过点 P(1,0,0) 且又经过直线 L : x+1
1 = y

−2 = z−2
3 平面方程

为 .
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解 Q(−1,0,2)在直线 L上，直线 L的方向向量为 −→n = (1,−2,3),

故所求平面的法向量为
−→
PQ×−→n =(2,0,−2)×(1,−2,3)= (−4,−8,−4)=

−4(1,2,1), 于是所求平面方程为 (x + 1) + 2y + (z − 2) = 0, 即

x+2y+ z−1 = 0.

3. (3 分)
∫
(sin x

2 − cos x
2)2dx = .

解
∫
(sin x

2 − cos x
2)2dx =

∫
(1− sinx)dx = x+ cosx+C.

4. (3 分)
∫+∞

0
dx

x(x2+1) = .

解 因为
∫ dx

x(x2+1) =
∫
(1

x −
x

x2+1)dx = lnx− 1
2 ln(1+x2) = ln x√

1+x2 ,

lim
x→+∞

ln x√
1+x2 = 0, 但 lim

x→0
ln x√

1+x2 不存在，故
∫+∞

0
dx

x(x2+1) 不存在.

5. (3分)已知 |−→a |= 3,
∣∣∣−→b ∣∣∣= 5,

∣∣∣−→a −
−→
b
∣∣∣= 8,则−→a ×

−→
b = .

解 因为 |−→a |= 3,
∣∣∣−→b ∣∣∣= 5,

∣∣∣−→a −
−→
b
∣∣∣= 8,故 −→a 2−2−→a ·

−→
b +

−→
b 2 =

16,从而−→a ·
−→
b = 9+25−16

2 = 9.于是 cosθ =
−→a ·

−→
b

|−→a |
∣∣∣−→b ∣∣∣ = 9

3×5 = 3
5 ,sinθ =

4
5 ,−→a ×

−→
b = |−→a |

∣∣∣−→b ∣∣∣sinθ = 3×5× 4
5 = 12.

二、 选择题

1. (3 分) 已知 f (x) 为可导的偶函数，且 lim
x→0

f (1+x)− f (1)
2x = −2, 则曲

线 y = f (x) 在 (−1,2) 处的切线方程是（）

(A) y = 4x+6 (B) y =−4x−2 (C) y = x+3 (D) y =−x+1

解 因为 lim
x→0

f (1+x)− f (1)
2x =−2,故 lim

x→0

f (1+x)− f (1)
x =−4,从而 f ′(1)=

−4, 于是 y = f (x) 在 (−1,2) 处的切线方程是 y−2 = −4(x + 1),

即 4x+ y+2 = 0. 选 (B).

2. (3 分) 设 f (x) = (x3 +1)g(x), 其中 g(x) 在 x = −1 及其邻域有定

义，则 lim
x→−1

g(x) 存在是 f (x) 在 x = −1 处可导的（）

(A) 充分条件 (B) 必要条件
(C) 既不充分也不必要 (D) 充要条件解 如果 lim

x→−1
g(x) 存

在，设 lim
x→−1

g(x) = A,则 lim
x→−1

(x3+1)g(x)−0
x+1 = lim

x→−1
[(x2−x+1)g(x)] =
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lim
x→−1

(x2 − x +1) lim
x→−1

g(x) = 3A, 即 f (x) 在 x = −1 处可导. 反之，

如果 f (x)在 x =−1处可导，则 lim
x→−1

(x3+1)g(x)−0
x+1 = lim

x→−1
[(x2−x+

1)g(x)]存在，设为 B.从而 lim
x→−1

g(x)= lim
x→−1

[(x2−x+1)g(x)] lim
x→−1

1
x2−x+1 =

B
3 , 即 lim

x→−1
g(x) 存在. 选 (D).

3. (3 分) 设 f (x) = sin x
2 + cos2x, 则 f (27)(π) 的值等于（）

(A) 0 (B) 1
227 (C) 227 − 1

227 (D) 227

解 因为 sin(n) x = sin(x+ nπ
2 ),cos(n) x = cos(x+ nπ

2 ),故 sin(27)(π
2 )=

1
227 sin(π

2 + 27π
2 ) = 0,cos(27)(2π) = 227 cos(27π + 27π

2 ) = 227,选 (D).

4. (3 分) 当 x > 0 时，曲线 y = xsin 1
x（）

(A) 有水平渐近线 y = 1 (B) 有垂直渐近线 x = 0

(C) 既有水平渐近线又有垂直渐近线 (D) 既无水平渐近线
又无垂直渐近线解 因为 lim

x→0
xsin 1

x = 0, lim
x→+∞

xsin 1
x = 1，故曲线

y = xsin 1
x 有水平渐近线 y = 1，但无垂直渐近线，选 (A).

5. (3 分) 若 f (x) =

{
x2, 0 ⩽ x < 1,

x, 1 ⩽ x ⩽ 2,
则 ϕ(x) =

∫ x
0 f (t)dt 在开区间

(0,2) 上（）

(A) 有第一类间断点 (B) 有第二类间断点
(C) 两类间断点都有可能 (D) 是连续的解 因为 f (x) ={

x2, 0 ⩽ x < 1,

x, 1 ⩽ x ⩽ 2,
, 故 ϕ(x) =

∫ x
0 f (t)dt =

{
x3

3 , 0 ⩽ x < 1,
x2

2 − 1
6 , 1 ⩽ x ⩽ 2,

lim
x→1−

ϕ(x) = lim
x→1−

x3

3 = 1
3 , lim

x→1+
ϕ(x) = lim

x→1+
(x2

2 − 1
6) = 1

3 , 故 ϕ(x) 在

开区间 (0,2) 上连续，选 (D).

三、 试解下列各题：

1. (8 分) 设 f (x) = 2|1−x|, 求 f ′(x).

解 因为 f (x)= 2|1−x| =

{
21−x, x < 1,

2x−1, x ⩾ 1,
故 f ′(x)=

{
−21−x ln2, x < 1,

2x−1 ln2, x ⩾ 1,
.
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2. (8 分) 求极限 lim
x→0

(1+x)
1
x −e

x .

解 lim
x→0

(1+x)
1
x −e

x = lim
x→0

[(1+ x)
1
x (− ln(1+x)

x2 + 1
x(1+x))]

= lim
x→0

(1+x)
1
x lim

x→0
(x−(1+x) ln(1+x)

x2(1+x) )= e lim
x→0

1−ln(1+x)−1
2x+3x2 =−e lim

x→0

1
1+x

2+6x =

− e
2 .

3. (8 分) 计算
∫ 1

0
ln(1+x)
(2−x)2 dx.

解
∫ 1

0
ln(1+x)
(2−x)2 dx =

∫ 1
0 ln(1+x)d( 1

2−x)= ln(1+x)
2−x

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0
1

(2−x)(1+x)dx =

ln2− 1
3 ln 1+x

2−x

∣∣1
0 = ln2

3 .

4. (8 分) 计算
∫ 1

0
√

x ln(1+
√

x)dx.

解
∫ 1

0
√

x ln(1+
√

x)dx
u=

√
x

= 2
∫ 1

0 u2 ln(1+u)du = 2
3
∫ 1

0 ln(1+u)du3 =
2
3u3 ln(1+u)

∣∣1
0−

2
3
∫ 1

0
u3

1+udu=2
3 ln2− 2

3
∫ 1

0 (u2−u+1− 1
1+u)du = 4

3 ln2−
5
9 .

5. (8 分) 计算
∫ arctan 1

x
1+x2 dx.

解
∫ arctan 1

x
1+x2 dx =

∫
arctan 1

x d(arctanx)= arctan 1
x ·arctanx−

∫
arctanx ·

1
1+( 1

x )2 (− 1
x2 )dxarctan 1

x · arctanx+
∫

arctanx ·d(arctanx)

= arctan 1
x · arctanx+ 1

2 arctan2 x+C.

6. (10 分) 求方程 ex = x3 的实根的个数.

解 令 f (x) = x3e−x −1, f (0) = −1 < 0, f (2) = 8
e2 −1 > 0, 故 f (x)

在 (0,2) 内至少有一个零点. 又因为 f ′(x) = 3x2e−x − x3e−x =

x2e−x(3 − x), 故当 x < 3 时， f ′(x) > 0, 即 f (x) 在 (−∞,3) 内

单调增加；当 x > 3 时， f ′(x) < 0, 即 f (x) 在 (3,+∞) 内单调减

少， lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x3

ex − 1) = −1, 从而必有 x0 ∈ (3,+∞), 使

f (x0) < 0, 故 f (x) 在 (3,+∞) 必有一零点. 于是方程 ex = x3 的实

根的个数为 2.

说明：y = x3e−x −1 的图形
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四、 (10 分) 求曲线 x = t2,y = 3t + t3 的拐点.

解 dy
dx = 3+3t2

2t , d2y
dx2 =

d
dt (

3+t2
2t )

2t = 1
4t3

(
t2 −3

)
= 0, t =±

√
3,x = 3,y =±6

√
3.d2y

dx2 =
1

4t3 (x−3) , 故当 t > 0 时，x > 3, d2y
dx2 > 0,x < 3, d2y

dx2 < 0, 故 (3,6
√

3) 是

拐点，同理 (3,−6
√

3) 也是拐点.

五、 (10 分) 设函数 f (x),g(x) 在 [−a,a] (a > 0) 上连续，且 g(x) 为偶函

数，又 f (x) 满足条件：对任意的 x ∈ [−a,a], f (x)+ f (−x) = A, 其中 A

为常数.

(1) 用换元法证明：
∫ a
−a f (x)g(x)dx = A

∫ a
0 g(x)dx.

证明 因为 g(x) 为偶函数，故 g(−x) = g(x),
∫ 0

a g(−x)dx = −
∫ a

0 g(x)dx. 从

而
∫ a
−a f (x)g(x)dx u=−x= −

∫−a
a f (−u)g(−u)du =

∫ a
−a f (−x)g(x)dx =

1
2(
∫ a
−a f (x)g(x)dx+

∫ a
−a f (−x)g(x)dx)= 1

2
∫ a
−a( f (x)+ f (−x))= A

2
∫ a
−a g(x)dx =

A
2 (
∫ 0
−a g(x)dx+

∫ 0
−a g(x)dx)= A

2 (
∫ 0
−a g(x)dx+

∫ 0
−a g(x)dx)= A

2 (
∫ 0
−a g(x)dx−∫ 0

a g(−x)dx) = A
∫ a

0 g(x)dx.

(2) 利用上述结论计算
∫ π

2
− π

2
cosx · arctanexdx.

解 因为 arctanex + arctane−x = arctanex + arctan 1
ex = π

2 , 故利用上述结论，

得
∫ π

2
− π

2
cosx · arctanexdx = π

2
∫ π

2
0 cosxdx = π

2 .
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